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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werde ich mich mit Kreismonden beschäftigen,
das sind Figuren in der Ebene, die von zwei Kreisbögen begrenzt sind. Sie
werden im folgenden als ”Monde“ bezeichnet.
Der Erste, der sich mit solchen Monden beschäftigte, war Hippokrates von
Chilos, das war in der 2. Hälfte des 5. Jahrhunderts vor Christus. Er stellte
sich die Frage, welche Monde mit Zirkel und Lineal quadrierbar sind, das
heißt, sich mit Zirkel und Lineal in ein Quadrat mit gleicher Fläche ver-
wandeln lassen. Sein Ziel war eigentlich, eine Methode zu finden, den Kreis
zu quadrieren. Heute wissen wir, dass dies unmöglich ist. Die griechischen
Mathematiker versuchen, sich dem Problem des Quadrierens eines Kreises
anzunähern, indem sie versuchten, andere, von krummen Linien begrenzte
Flächen, unter anderem eben die Monde, zu quadrieren. Hippokrates fand
drei quadrierbare Monde, 1840 fand Thomas Clausen zwei weitere, siehe [2].
Das Problem der Quadrierbarkeit von Monden hat einen algebraischen und
einen transzendenten Teil. Der transzendente Teil wurde von den früheren
Autoren nicht behandelt und erst im Jahr 2003 von Kurt Girstmair erledigt,
siehe [5]. Der algebraische Teil wurde in der ersten Hälfte des 20. Jahrhun-
derts behandelt. Er läßt sich darauf zurückführen, für teilerfremde Paare
(m,n) ein gewisses Polynom zu untersuchen. Arbeiten zu dem Thema stam-
men von Edmund Landau 1902, [9], und Ljubomir Tschakaloff 1929, [15] und
[16]. Die letzte Arbeit ist auf Bulgarisch erschienen, mit einer deutschen Zu-
sammenfassung. Hier wurden bereits viele Fälle für (m,n) ausgeschlossen.
Im Jahr 1933 veröffentlichte Nikolaj Tschebotarew einen Artikel [17], in dem
der Fall mn ungerade erledigt wurde. In seiner Arbeit wird das zu unter-
suchende Polynom als Polynom über den p-adischen Zahlen aufgefasst, für
verschiedene Primzahlen p. Sie ist nicht von Fehlern frei, allerdings habe
ich keine wesentlichen Fehler gefunden, immerhin einige, die das Lesen und
Verstehen sehr erschweren. Es scheint mir, dass dieser Artikel gekürzt wur-
de, wobei vielleicht wichtige, dem Verständnis der Sache dienende Passagen
gestrichen wurden. So wird auf einen Hilfssatz 3 verwiesen, den es in der
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Arbeit nicht gibt. Aber die meisten Sachen sind verständlich geworden, und
diejenigen Fälle, bei denen ich Tschebotarews Argumentation nicht folgen
konnte, konnte ich mit dem Computer ausschliessen.
Im Jahr 1947 schrieb Anatolij Dorodnow einen Artikel, in dem er behaup-
tete, das Problem auch für den Fall mn gerade gelöst zu haben, [4]. In dem
Artikel finden sich zuerst Ergebnisse des Artikels [17]. Dann folgt eine Liste
mit möglichen Paaren (m,n), die meiner Liste von Bemerkung 7.7 ähnlich
sieht. Ich arbeite sie mit dem Computer ab, da ich Dorodnows Argumenta-
tion nicht folgen kann. Dann kommt der Fall m = 2λ, n = 1. Hier schreibt
Dorodnow (in Frau Griesmairs Übersetzung):

Die Gleichung (*)1 hat alles komplexe Wurzeln, darunter zwei
mit einem Modul gleich eins. Aber da in die reziproke Gleichung
ersten Ranges je vier Wurzeln mit einem sich von eins unterschei-
denden Modul eintreten, so zeigt sich nach der Reduzierung der
Potenz mit Hilfe der Substitution z = x + 1/x in der Gleichung
eine reelle Wurzel, alle anderen sind komplex. Und auf diese Wei-
se ist die Potenz des irreduziblen Faktors, der diese reelle Wurzel
hat, ungerade, und der Fall ist ungünstig.

Die Aussage ”mit einem Modul gleich eins“ bedeutet wohl ”vom Betrage 1“.
Ich habe allerdings – nach heftigem Bemühen, eine Begründung für die Aus-
sage zu finden, – herausgefunden, dass das m = 32 entsprechende Polynom
sechs Nullstellen vom Betrag 1 hat, und das reduzierte drei reelle Nullstellen.
Dies zeigt, dass Dorodnows Argumentation falsch ist, das Problem ist also
noch ungelöst. Auch in anderen Fällen scheinen mir Dorodnows Argumente
nicht schlüssig. Insgesamt hat seine Arbeit – meines Erachtens – nicht viel
Neues zur Lösung des Problems der quadrierbaren Monde beigetragen.

1Das ist hier die Gleichung (4.1), Seite 29.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir die Problemstellung genauer definieren. Wir
werden erklären, was quadrierbar und konstruierbar bedeutet, und den so-
genannten transzendenten Teil des Problems behandeln.

2.1 Problemstellung

Ein Mond ist definiert als eine Figur (in der Ebene), die von zwei Kreisbögen
über einer gemeinsamen Sehne begrenzt ist. Im allgemeinen sieht ein Mond
folgendermassen aus:
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Im Bild ist die gemeinsamen Sehne AC. Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit wollen wir annehmen, dass AC = 2 ist. Den grösseren Radius nennen
wir R, den kleineren r, die Mittelpunkte M und N , die zugehörigen Winkel
α und β. Es gilt: α < β < π. Aus der Normierung AC = 2 folgt bereits:

R sinα = 1 = r sinβ,

6



und

R =
1

sinα
und r =

1
sinβ

; (2.1)

und mit MB = R cosα gilt für die Fläche des Dreieckes AMC:

∆(AMC) = 1 ·R cosα = R
√

1− sin2α =
√

R2 − (R sinα)2 =
√

R2 − 1

und analog:
∆(ANC) =

√
r2 − 1

Die Fläche L des Mondes ist die Differenz der Flächen zweier Kreissegmente,
genauer:

L = [r2β −∆(ANC)]− [R2α−∆(AMC)] =

= r2β −R2α− (
√

r2 − 1−
√

R2 − 1). (2.2)

Im Fall β > π/2 ist die Fläche

L = r2β −R2α +
√

r2 − 1 +
√

R2 − 1. (2.3)

Wir können auch sogenannte konvexe Monde betrachten, das sind Monde,
bei denen die zwei Kreisbögen auf verschiedenen Seiten der Sehne AC liegen.
diese haben die Fläche

L = r2β + R2α− (
√

r2 − 1 +
√

R2 − 1). (2.4)

Wir nennen einen Mond quadrierbar, wenn sowohl der Mond, das bedeutet
die beiden Radien aus (2.1), als auch seine Fläche mit Zirkel und Lineal aus
der Einheitsstrecke konstruierbar sind.

2.2 Konstruierbarkeit

Was bedeutet nun mit Zirkel und Lineal konstruierbar? Konstruieren heisst,
mit Hilfe von gegebenen Punkten neue Punkte zu finden. Hilfsmittel sind
hier das Lineal – durch je 2 Punkte kann man eine Gerade ziehen, und
der Zirkel – durch einen gegebenen Punkt kann man einen Kreis mit einem
gegebenen Radius ziehen. Die Operationen, die man mit Zirkel und Lineal
durchführen kann, sind folgende:

• Schneiden von zwei Geraden

• Schneiden von zwei Kreisen

• Schneiden eines Kreises mit einer Geraden
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Es gibt auch noch andere Arten von Konstruierbarkeit, etwa mit anderen
Werkzeugen. Hier wollen wir aber immer den Fall des Konstruierens mit
Zirkel und Lineal untersuchen.
Wir wollen nun die geometrischen Probleme in die Sprache der Algebra über-
setzen. Dazu identifizieren wir die Zeichenebene mit der Gausschen Zahle-
nebene C = R ⊕ iR. Wenn wir zwei Punkte a 6= b ∈ C gegeben haben,
bezeichnen wir die Gerade durch a und b mit

l(a, b) := {a + λ(b− a);λ ∈ R}.
Für m ∈ C und r > 0 sei der Kreis mit Mittelpunkt m und Radius r:

c(m, r) := {x ∈ C; |x−m| = r}.
Wenn wir eine Menge M ⊂ C gegeben haben, können wir aus den Punkten
in M neue Punkte konstruieren. Wir nennen die neue Menge

M (1) := {x ∈ C; x ist aus M in einem Schritt konstruierbar}.
Ein Punkt x ∈ C ist in einem Schritt aus M konstruierbar, wenn er eine der
folgenden drei Bedingungen erfüllt:

• Der Punkt ist Schnittpunkt von zwei verschiedenen konstruierbaren
Geraden, das heisst: Es gibt Punkte a 6= b, c 6= d ∈ M , l(a, b) 6= l(c, d),
mit

x ∈ l(a, b) ∩ l(c, d).

• Der Punkt ist Schnittpunkt von zwei verschiedenen konstruierbaren
Kreisen, das heisst: Es gibt Punkte m 6= n, a 6= b, c 6= d ∈ M , mit

x ∈ c(m, |a− b|) ∩ c(n, |c− d|).

• Der Punkt ist Schnittpunkt eines konstruierbaren Kreises mit einer
konstruierbaren Geraden, das heisst: Es gibt Punkte m, a 6= b, c 6=
d ∈ M , mit

x ∈ l(a, b) ∩ c(m, |c− d|).

Einen Winkel γ ∈ R nennen wir konstruierbar, wenn die Zahl eiγ konstru-
ierbar ist. Später wird sich herausstellen, dass das gleichbedeutend mit der
Bedingung ist, dass cos γ und sin γ konstruierbar sind.
Mit M (k+1) bezeichnen wir die aus M (k) in einem Schritt konstruierbaren
Punkte. Insgesamt ist

M (∞) :=
∞⋃

k=1

M (k)

die Menge der aus M konstruierbaren Punkte. Im Fall M = {0, 1} nennen
wir M (∞) die Menge der aus der Einheitsstrecke konstruierbaren Punkte, wir
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bezeichnen sie mit M. Diese Menge werden wir hauptsächlich untersuchen.
Wenn wir von konstruierbaren Punkten sprechen, ohne zu spezifizieren, aus
welcher Menge konstruierbar, soll immer ”aus der Einheitsstrecke konstru-
ierbar“ gemeint sein. Für alle x ∈ M gilt: Es gibt ein k, mit x ∈ M (k), x ist
in k Schritten konstruierbar.

Satz 1. M ist ein Körper, und bezüglich der komplexen Konjugation abge-
schlossen.

Beweis: • Die Zahlen 0 und 1 sind aus M.

• Wenn wir eine Zahl 0 6= a ∈ M gegeben haben, sind auch die Zahlen
|a| und z := a/|a| Elemente von M denn:

|a| ∈ l(0, 1) ∩ c(0, a)

und
z ∈ c(0, 1) ∩ l(0, a).

• Die komplexe Einheit i ist aus M, denn sei λ > 1 und y ∈ c(1, λ) ∩
c(−1, λ) so ist l(0, y) genau die y-Achse, und

i ∈ l(0, y) ∩ c(0, 1).

• Wenn a und b Elemente von M sind, dann sind auch −a und a + b
Elemente von M, denn:

−a ∈ c(0, a) ∩ l(0, a)

und

– Falls 0∈ l(a, b):
a + b ∈ l(a, b) ∩ c(a, |b|).

– Falls 06∈ l(a, b):

a + b ∈ c(b, |a|) ∩ c(a, |b|).

• Auch bezüglich der Multiplikation ist M abgeschlossen. Wenn wir zwei
Zahlen a und b gegeben haben, zerlegen wir sie zuerst wie oben in
a = |a|z und b = |b|w. Zur Multiplikation der reellen Zahlen |a| und
|b| benötigen wir den Strahlensatz. Wir betrachten das Dreieck mit
den Eckpunkten i|b|, i(b − 1) und |a| + i(|b| − 1). Wir verlängern die
Seite, die durch i|b| und |a|+ i(|b| − 1) geht. Der Punkt, in dem diese
verlängerte Seite die x-Achse schneidet, ist der Punkt |a||b|:

|a| · |b| ∈ l(i|b|, |a|+ i(|b| − 1)) ∩ l(0, 1),
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dabei ist i|a| ∈ l(i, 0) ∩ c(0, |a|). Für die Multiplikation der Zahlen z
und w am Einheitskreis überlegen wir uns: der Abstand zwischen z
und zw ist |z − zw| = |z(1− w)| = |z||1− w| = |1− w|, daher ist

zw ∈ c(z, |1− w|) ∩ c(0, 1).

Endgültig haben wir:

ab ∈ c(0, |a||b|) ∩ l(0, zw).

• Wenn 0 6= a ∈ M ist, so auch a−1. Dazu zerlegen wir wieder a in a =
|a|z. Für das Inverse der reellen Zahl |a| wenden wir den Strahlensatz
im Dreieck mit den Eckpunkten i, (1−|a|)i und 1+(1−|a|)i an. Dort,
wo die Seite, die durch i und 1+(1−|a|)i geht, die x-Achse schneidet,
finden wir den gesuchten Punkt.

|a|−1 ∈ l(0, 1) ∩ l(i, 1 + (1− |a|)i).

Das Inverse von z erhalten wir, indem wir den Einheitskreis mit dem
Kreis schneiden, der Mittelpunkt 1 hat, und durch z geht, also:

z−1 ∈ c(0, 1) ∩ c(1, |1− z|),

und insgesamt:

a−1 = |a|−1z−1 ∈ l(0, z−1) ∩ c(0, |a|−1).

• Wenn a ∈ M ist, dann auch a, die zu a konjugiert komplexe Zahl, denn
wir können a wieder in a = |a|z zerlegen, und z = z−1, das haben wir
gerade konstruiert.

Korollar 1. Eine Zahl a ∈ C ist genau dann aus der Einheitsstrecke kon-
struierbar, wenn der Realteil und der Imaginärteil von a konstruierbar sind,
denn es gilt: 2Re(a)=a + a, und 2iIm(a)=a− a.

Für einen Winkel γ ∈ R bedeutet das: Die Zahl eiγ ist genau dann aus der
Einheitsstrecke konstruierbar, wenn sin γ und cos γ es sind.

Satz 2. Es Sei L ⊂ C ein bezüglich komplexer Konjugation abgeschlossener
Teilkörper von C, und x in einem Schritt aus L konstruierbar. Dann ist
[L[x] : L] ≤ 2.
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Beweis: Es gibt drei Fälle, wie x konstruiert werden kann. Wir untersuchen
sie:
Im ersten Fall ist x Schnittpunkt zweier Geraden. Es gibt also Zahlen ai und
bi, i = 1, 2 in L, und x ist der Schnittpunkt der zwei Geraden l(ai, bi). Der
Einfachheit halber schreiben wir ci := bi − ai. Jedenfalls darf die Zahl c1/c2

keine relle Zahl sein, sonst wären die Geraden parallel, und hätten keinen
Schnittpunkt. Es gibt nun reelle Zahlen µ und λ mit

x = a1 + λc1 = a2 + µc2.

Wir konjugieren diese Gleichung und erhalten:

a1 + λc1 = a2 + µc2,

und damit
λ =

a2 + µc2

c1
− a1.

Das setzen wir in die erste Gleichung ein und formen um

a1 +
(

a2 + µc2

c1
− a1

)
c1 = a2 + µc2 ⇐⇒

⇐⇒ a1 +
a2

c1
c1 − a1c1 − a2 = µ

(
c2 − c2

c1
c1

)
.

Der Faktor bei µ kann nicht Null sein, denn dann wäre c1/c2 = c1/c2 ∈
R, was wir ausgeschlossen haben. Da L bezüglich komplexer Konjugation
abgeschlossen war, sind alle ai, ci in L, damit auch µ. Aus x = a2 +µc2 folgt
dann auch x ∈ L, es ist [L[x] : L] = 1.
Im zweiten Fall ist x Schnittpunkt zweier Kreise, es gibt mi und ri, i = 1, 2
in L, und x ist der Schnittpunkt der zwei Kreise c(mi, ri). Für x muss gelten:
|x−mi| = ri, also (x−mi)(x−mi) = r2. Wenn wir die Gleichungen

xx− xm1 − xm1 + m1m1 − r2
1 = 0 (2.5)

xx− xm2 − xm2 + m2m2 − r2
2 = 0

voneinander subtrahieren, erhalten wir:

x(m2 −m1) + x(m2 −m1) + c = 0.

Dabei ist c ∈ L. Wir können also x folgendermassen darstellen:

x = dx + e,

wobei d, e ∈ L sind. Wenn wir das in die Gleichung (2.5) einsetzen, erhalten
wir eine quadratische Gleichung für x mit Koeffizienten in L, damit ist [L[x] :
L] ≤ 2.
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Im dritten Fall ist x Schnittpunkt eines Kreises und einer Gerade, es gibt
a, b, m, r ∈ M mit x ∈ l(a, b)∩c(m, r). Mit b−a =: c gilt x = a+λc. Daraus
folgt bereits: [L[x, λ] : L[λ]] = 1. Wenn wir x = a + λc in die Gleichung
|x−m|2 = r2 einsetzen, erhalten wir:

0 = |x−m|2 − r2 = |λc− (m− a)|2 − r2 =
= λ2|c|2 − λ(c(m− a) + c(m− a)) + (m− a)(m− a)− r2.

Das ist eine quadratische Gleichung für λ mit Koeffizienten in L, damit
haben wir: [L[λ] : L] ≤ 2, und insgesamt [L[x] : L] ≤ 2.

Satz 3. Es sei L wie in Satz 2 ein bezüglich komplexer Konjugation abge-
schlossener Teilkörper von C, und x ∈ L. Dann ist

√
x aus L konstruierbar.

Beweis: Wir zerlegen x in einen reellen Anteil, und eine Zahl am Einheits-
kreis, x = |x|z. Für die Wurzel aus |x| gilt:

√
|x| ∈ l(0, 1) ∩ c

(
i
|x| − 1

2
,
|x|+ 1

2

)
,

denn das Dreieck mit den Eckpunkten i, −i|x| und dem konstruierten Punkt
ist nach dem Satz von Thales ein rechtwinkeliges. Die Länge der Hypothenu-
se ist |x|+1. Die Höhe liegt auf der x-Achse, die Länge der Hypothenuse über
der x-Achse ist 1, die unter der x-Achse |x|. Nach dem Höhensatz ist das
Quadrat der Höhe genau das Produkt dieser beiden Längen, die Höhe hat
also die Länge

√
|x|. Zur Konstruktion der Wurzel von z brauchen wir die

Winkelhalbierende, dazu den Hilfspunkt y ∈ c(z, l)∩c(1, l) für ein geeignetes
l. Damit gilt √

z ∈ l(0, y) ∩ c(0, 1).

Satz 4. Es sei L wie in Satz 2 ein bezüglich komplexer Konjugation abge-
schlossener Teilkörper von C, und x ∈ C mit [L[x] : L] = 2. Dann ist x aus
L konstruierbar.

Beweis: Wenn der Grad der Körpererweiterung gleich 2 ist, erfüllt x eine
Gleichung aX2 + bX + c = 0 in L[X], und x = (−b±√b2 − 4ac)/2a, das ist
nach den vorhergehenden Sätzen konstruierbar.

Mit diesen Hilfsmitteln können wir folgenden Satz beweisen, der – in fast
derselben Form – im Buch von Hartshorne, [7], Seite 242, Proposition 28.1
steht:
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Satz 5. Eine Zahl α ∈ C ist genau dann aus der Einheitsstrecke konstru-
ierbar, wenn es einen Körperturm

Q = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fk (2.6)

gibt, mit: α ∈ Fk und [Fi : Fi−1] = 2.

Beweis: Wenn wir einen Körperturm wie in (2.6) gegeben haben, so hat je-
der der Körper die Form Fi = Fi−1[xi−1]. Wären die Körper Fi alle bezüglich
komplexer Konjugation abgeschlossen, so wäre α nach dem Satz 4 konstru-
ierbar. Wir wissen aber nur von F0, dass er bezüglich komplexer Konjugation
abgeschlossen ist. Wir konstruieren daher einen Körperturm

Q = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ G2k−1 (2.7)

in der folgenden Weise: G0 := Q, G2j+1 := G2j [xj ] und G2j+2 := G2j [xj ] für
j > 0. Dann gilt Fj ⊂ G2j−1, insbesonders ist α ∈ G2k−1. Weiters sind die
G2j bezüglich komplexer Konjugation abgeschlossen, denn G0 hat diese Ei-
genschaft, und wenn G2(j−1) bezüglich komplexer Konjugation abgeschlossen
ist, so ist es G2j = G2(j−1)[xj−1, xj−1] auch. Der Grad [G2j+1 : G2j ] = 2 nach
Voraussetzung. Wenn xj Nullstelle eines Polynoms vom Grad 2 ist, dann ist
xj Nullstelle des Polynoms mit konjugierten Koeffizienten. Da G2j bezüglich
komplexer Konjugation abgeschlossen ist, ist auch [G2j+2 : G2j ] = 2. Damit
ist [G2j+2 : G2j+1] ≤ 2, und nach Satz 4 ist xj aus G2j+1 konstruierbar. Auf
den Körperturm (2.7) können wir nun den Satz 4 wiederholt anwenden, und
sehen, dass α konstruierbar ist.
Wenn wir andererseits eine konstruierbare Zahl gegeben haben, so müssen
wir uns einen geeigneten Körperturm definieren. Wenn α ∈ M ist, so ist
α bereits aus irgendeinem {0, 1}(k), also in k Schritten konstruierbar. Da
man aus einer endlichen Menge immer nur endlich viele Punkte konstruie-
ren kann, ist auch die Menge {0, 1}(k) endlich. wir wählen uns eine Folge
von Mengen Mi mit

{0, 1} = M−1 ⊂ M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mm = {0, 1}(k).

mit Mi = Mi−1∪̇{xi} und xi ∈ M
(1)
i−1. Wir konstruieren wie im ersten Teil

des Beweises einen Körperturm

Q = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ G2k−1

durch G0 := Q, G2j+1 := G2j [xj ] und G2j+2 := G2j [xj ] für j > 0. Hier
gilt [G2j+1 : G2j ] ≤ 2 nach Satz 2, weil die xi in einem Schritt aus Mi−1

konstruierbar sind. Wir können die obige Argumentation wiederholen, und
erhalten auch [G2j+2 : G2j+1] ≤ 2. Wenn wir im Körperturm diejenigen
Körper Gi weglassen, für die [Gi : Gi−1] = 1 gilt, so bilden die übrigen
Körper den im Satz verlangten Körperturm.
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Der Satz, den wir in den nächsten Kapiteln hauptsächlich brauchen werden,
ist folgender, er findet sich in Hartshorne, [7], S 245:

Satz 6. Eine Zahl α ist genau dann aus der Einheitsstrecke konstruierbar,
wenn die Ordnung der Galoisgruppe ihres Minimalpolynoms ein Potenz von
2 ist.

Beweis: Wenn α konstruierbar ist, gibt es den Körperturm

Q = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fk 3 α

von Satz 5. Für jeden Homomorphismus σ : Fk 7→ C betrachten wir den
Körperturm Q = σ(F0) ⊆ σ(F1) ⊆ · · · ⊆ σ(Fk) 3 σ(α). Die Grade zweier
aufeinanderfolgender Körper sind wieder 2, die Elemente von σ(Fk) sind kon-
struierbar. Mit F bezeichnen wir jenen Körper, der von allen σ(Fk) erzeugt
wird. Der Grad der Körpererweiterung Q ⊂ F ist eine Zweierpotenz, die Er-
weiterung ist normal. Da alle Konjugierten von α in einem der σ(Fk) liegen,
ist der Zerfällungskörper L des Minimalpolynoms von α ein Teilkörper von
F , und der Grad [L : Q] = |Gal(L : Q)| ist eine Zweierpotenz.
Wenn andererseits der Grad der Galoisgruppe G eine Zweierpotenz ist, gibt
es nach den Sylow-Theoremen, die man zum Beispiel im Buch von Patrick
Morandi, [12], Seite 247, findet, eine normale Untergruppe G1 von G mit
Ordnung 2. Dieses Theorem können wir auch auf die Gruppe G/G1 anwen-
den und so weiter, bis wir eine Kette von Untergruppen

{Id} = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn

erhalten mit den Eigenschaften: Alle Gruppen Gi sind in G normale Un-
tergruppen, und die Ordnung von Gi/Gi−1 ist 2. Zu jeder Untergruppe Gi

können wir den Fixkörper Fn−i betrachten. Der Körperturm der Fi erfüllt
dann die Bedingung von Satz 5.

Korollar 2. Damit eine Zahl α konstruierbar ist, muss sie algebraisch sein,
und [Q[α] : Q] muss eine Zweierpotenz sein. Diese Bedingungen sind nicht
hinreichend.

Ein Mond ist daher genau dann quadrierbar, wenn sowohl beiden Radien aus
(2.1) als auch seine Fläche, das ist die Zahl von Gleichung (2.2), Gleichung
(2.3) oder Gleichung (2.4), konstruierbare Zahlen sind, also die Bedingungen
von Satz 5 und Satz 6 erfüllen.

14



2.3 Der transzendente Teil

Wir gehen davon aus, dass wir einen konstruierbaren Mond gegeben haben,
also die Zahlen R und r konstruierbar sind, und untersuchen, in welchen
Fällen die Fläche des Mondes konstruierbar ist. Die Fläche war, je nachdem,
welchen Mond man hat,

L = r2β ±R2α±
√

r2 − 1 +
√

R2 − 1. (2.8)

Anstatt L können wir auch die einfachere Zahl c := r2β ± R2α betrachten,
da die Wurzelausdrücke nach Satz 3 konstruierbar sind.
Wir betrachten das Verhältnis der beiden Winkel α und β und setzen:

θ :=
β

α
> 1, (2.9)

also
θα = β. (2.10)

Es gilt folgender Satz:

Satz 7. Wenn ein Mond quadrierbar ist, so ist θ ∈ Q und c = 0.

Daraus folgt bereits, dass es keine konvexen quadrierbaren Monde geben
kann, da hier c > 0 ist. Satz 7 wurde von Kurt Girstmair 2003 in [5] bewiesen.
Den ersten Schritt zum Beweis machte Edmund Landau 1902, er schloss aus

θ algebraisch,

dass c = 0 gelten muss. Wir berechnen:

c = r2β ±R2α = r2θα±R2α = α(r2θ ±R2).

Ist c 6= 0, so ist der Ausdruck in der Klammer nicht Null, und wir können
umformen:

α =
c

r2θ ±R2
.

Wenn θ algebraisch wäre, wäre auch α eine algebraische Zahl. Wir haben
vorausgesetzt, dass der Mond konstruierbar ist, dass also sinα eine alge-
braische Zahl ist. Der Satz von Hermite-Lindemann – den Landau bereits
kannte – besagt jedoch:

Satz 8. Für jedes α ∈ C, α 6= 0 ist α oder eα transzendent.
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Diesen Satz findet man zum Beispiel im Buch von Peter Bundschuh, [1],
Seite 259. Daher muss im Fall θ algebraisch c = 0 gelten.
Den nächsten Schritt zur Lösung des Problems ist der Satz von Gelfond-
Schneider.

Satz 9. Es sei η ∈ C \ {0, 1} und ζ ∈ C \Q. Dann ist eine der Zahlen

η, ζ und ηζ = eζ log η

transzendent, dabei ist log ein beliebiger Wert des komplexen Logarithmus.

Man findet den Satz in Bundschuh, [1], Seite 272. In unserer Situation ist
sinα algebraisch, und damit auch eiα. Wir setzen η := eiα, das ist nicht
0 oder 1, da 0 < α < π gilt. Wenn wir θ algebraisch, aber nicht rational
annehmen, können wir ζ := θ setzen, und erhalten, dass

eζ log η = eθiα = eiβ

transzendent ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass der Mond
konstruierbar ist, denn diese Annahme forderte sinβ konstruierbar. Wir wis-
sen damit: Wenn θ algebraisch ist, so ist θ rational, und c = 0 nach Satz
9.
Der letzte Schritt zum Beweis von Satz 7 ist ein Satz von Baker, der unter
anderem folgendes besagt:

Satz 10. Für zwei algebraische Zahlen ζ, η, beide ungleich Null, gilt: Die
Zahlen log ζ und log η sind genau dann über Q linear unabhängig, wenn die
Zahlen 1, log ζ und log η über den algebraischen Zahlen linear unabhängig
sind. Dabei ist log ein beliebiger Wert des komplexen Logarithmus.

Man findet den Satz in Bundschuh, [1], Seite 280. In unserem Fall sind die
beiden algebraischen Zahlen eiα und eiβ. Wenn wir annehmen, dass θ irra-
tional ist, bedeutet die Gleichung 2.10, dass iα und iβ über den rationalen
Zahlen linear unabhängig sind. Aus dem Satz von Baker folgt nun, dass die
Zahlen 1, iα und iβ über den algebraischen Zahlen linear unabhängig sind.
Es gilt aber die Gleichung

c = r2β ±R2α,

die Zahlen c, R und r sind algebraische, und müssen daher alle drei gleich
Null sein. R und r waren aber die Radien, und können nicht Null sein. Damit
ist der Fall θ irrational nicht möglich, und der Satz 7 ist bewiesen.

16



2.4 Die 5 quadrierbaren Monde nach Clausen 1840

Die ersten drei quadrierbaren Monde wurden bereits von Hippokrates ge-
funden, die anderen zwei von Thomas Clausen, [2], 1840. Wenn ein Mond
quadrierbar ist, ist θ = m/n ∈ Q und die Grösse c = r2β−R2α = 0. Es gibt
einen Winkel γ, sodass α = mγ und β = nγ ist. Der Winkel β muss kleiner
als π sein. Die Bedingung c = 0 formen wir um:

0 = c = r2β −R2α ⇐⇒
⇐⇒ r2β = R2α ⇐⇒
⇐⇒ β sin2 α = α sin2 β ⇐⇒
⇐⇒ nγ sin2(mγ) = mγ sin2(nγ) ⇐⇒
⇐⇒ n sin2(mγ) = m sin2(nγ).

Wenn man die Wurzel zieht, findet man die Gleichung
√

n sin(mγ) =
√

m sin(nγ), (2.11)

die Clausen untersucht hat. Wir wollen die 5 Fälle untersuchen, in denen
Clausen die Gleichung (2.11) durch Quadratwurzelziehen aufgelöst hat. Wir
beachten, dass sin γ 6= 0 sein muss. Wir brauchen die folgenden Formeln:

sin(2γ) = 2 sin γ cos γ (2.12)
sin(3γ) = sin γ(−1 + 4 cos2 γ) (2.13)
sin(5γ) = sin γ(1− 12 cos2 γ + 16 cos4 γ). (2.14)

Clausen führte die Gleichungen auf welche mit der Unbekannten cos(2γ)
zurück, da gelten die folgenden Formeln:

cos(2γ) = cos2 γ − sin2 γ (2.15)
2 cos2 γ = cos(2γ) + 1 (2.16)
4 cos4 γ = (cos(2γ) + 1)2 = cos2(2γ) + 2 cos(2γ) + 1 (2.17)

Arbeiten wir die Fälle ab:

• I: n = 2, m = 1: Die Gleichung (2.11) hat die Form:
√

2 sin γ = sin(2γ) ⇐⇒ mit (2.12)
⇐⇒ √

2 sin γ = 2 sin γ cos γ ⇐⇒
⇐⇒ √

2 = 2 cos γ ⇐⇒
⇐⇒ cos γ = 1√

2
,

und damit
γ =

π

4
.

Der Mond mit α = π/4, β = π/2 ist quadrierbar.
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• II: n = 3, m = 1: Mit den Gleichungen (2.13) und (2.16) erhalten wir:

√
3 sin(γ) = sin(3γ) ⇐⇒

⇐⇒ √
3 sin(γ) = sin γ(−1 + 4 cos2 γ) ⇐⇒

⇐⇒ √
3 = −1 + 2(cos(2γ) + 1) = 2 cos(2γ) + 1,

und

cos(2γ) =
√

3− 1
2

.

Für γ ergibt sich der Wert ≈ 34, 26 Grad, damit ist α ≈ 34, 26 Grad,
β ≈ 102, 79 Grad. Der Wert (−√3− 1)/2 ist kleiner als -1, kann also
keinem Cosinus entsprechen.

• III: n = 3, m = 2: Hier ist γ < π/3, daher ist cos γ > 0 und 2 cos(2γ) >
−1. Mit den Gleichungen (2.12), (2.13) und (2.16) erhalten wir:

√
3 sin(2γ) =

√
2 sin(3γ) ⇐⇒

⇐⇒ 2
√

3 sin γ cos γ =
√

2 sin γ(−1 + 4 cos2 γ) ⇐⇒
⇐⇒ 2

√
3 cos γ =

√
2(2 cos(2γ) + 1) ⇐⇒

⇐⇒ 6 cos2 γ = 4 cos2(2γ) + 4 cos(2γ) + 1 ⇐⇒
⇐⇒ 3 cos2(2γ) + 3 = 4 cos2(2γ) + 4 cos(2γ) + 1 ⇐⇒
⇐⇒ 4 cos2(2γ) + cos(2γ)− 2 = 0,

und

cos(2γ) =
√

33− 1
8

.

Für γ ergibt sich der Wert ≈ 26, 81 Grad, damit ist α ≈ 53, 63 Grad,
β ≈ 80, 44 Grad. Der Wert (−√33−1)/8 ergibt einen Winkel von über
70 Grad, damit wäre β größer als 180 Grad, das kann nicht auftreten.

• IV: n = 5, m = 1: Mit den Gleichungen (2.14), (2.16) und (2.17)
erhalten wir:

√
5 sin γ = sin(5γ) ⇐⇒

⇐⇒ √
5 sin γ = sin γ(1− 12 cos2 γ + 16 cos4 γ) ⇐⇒

⇐⇒ √
5 = 1− 6(2 cos(2γ) + 1) + 4(cos2(2γ) + 2 cos(2γ) + 1) =

= 4 cos2(2γ) + 2 cos(2γ)− 1 ⇐⇒
⇐⇒ 4 cos2(2γ) + 2 cos(2γ)− 1−√5 = 0,

und

cos(2γ) =

√
5 + 4

√
5− 1

4
.

Für γ ergibt sich der Wert ≈ 23, 44 Grad, damit ist α ≈ 23, 44 Grad,
β ≈ 117, 2 Grad. Der Wert mit der negativen Wurzel ist kleiner als -1,
kann also keinem Cosinus entsprechen.
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• V: n = 5, m = 3: Mit den Gleichungen (2.13), (2.14), (2.16) und (2.17)
erhalten wir:

√
5 sin(3γ) =

√
3 sin(5γ) ⇐⇒

⇐⇒ √
5 sin γ(−1 + 4 cos2 γ) =

=
√

3 sin γ(1− 12 cos2 γ + 16 cos4 γ) ⇐⇒
⇐⇒ √

5(2 cos(2γ) + 1) =
√

3(4 cos2(2γ) + 2 cos(2γ)− 1) ⇐⇒
⇐⇒ √

3 · 4 cos2(2γ) + cos(2γ)(2
√

3− 2
√

5)−√3−√5 = 0,

und

cos(2γ) =
√

5−√3 +
√

20− 2
√

15
4
√

3
.

Für γ ergibt sich der Wert ≈ 16, 79 Grad, damit ist α ≈ 50, 38 Grad,
β ≈ 83, 97 Grad. Der Wert mit der negativen Wurzel würde einem
Winkel entsprechen, für den β größer als 180 Grad ist, das kann nicht
auftreten.

Wir haben also in allen 5 Fällen gezeigt, dass die Gleichung 2.11 durch Qua-
dratwurzeln auflösbar ist, das bedeutet, dass die Winkel γ beziehungsweise
2γ konstruierbar sind, und die zugehörigen Monde quadrierbar.
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Kapitel 3

Etwas Algebra

3.1 Das Tschakaloffpolynom

Nach Satz 7 ist für einen quadrierbaren Mond notwendig, dass c = r2β −
R2α = 0 ist, und θ = β/α eine rationale Zahl. Wir schreiben nun θ =
m/n = β/α, mit m,n ∈ N, also mα = nβ, und damit sehen wir, dass es
ein γ gibt mit α = nγ, β = mγ. Die Winkel α und β sind konstruierbar,
wenn γ konstruierbar ist. Wir erinnern uns, dass ein Winkel γ genau dann
konstruierbar ist, wenn die Zahlen sin γ und cos γ konstruierbar sind.
Nun betrachten wir die Bedingung c = 0 und formen um:

c = 0 ⇐⇒ r2β = R2α ⇐⇒
⇐⇒ r2m = R2n ⇐⇒ m/ sin2(mγ) = n/ sin2(nγ) ⇐⇒
⇐⇒ m sin2(nγ)− n sin2(mγ) = 0 (3.1)

Mit dieser Gleichung hat Clausen [2] gearbeitet. Wir formen diese Gleichung
weiter um, und setzen e2iγ = y:

n sin2(mγ)−m sin2(nγ) = 0 ⇐⇒
⇐⇒ n(eimγ − e−imγ)2 −m(einγ − e−inγ)2 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ n( e2imγ−1

eimγ )2 −m( e2inγ−1
einγ )2 = 0 ⇐⇒

⇐⇒ n (ym−1)2

ym −m (yn−1)2

yn = 0 ⇐⇒
⇐⇒ n(ym − 1)2 −m(yn − 1)2ym−n = 0 (3.2)

Diese Ersetzung findet sich zum ersten Mal in den Arbeiten von Ljubomir
Tschakaloff, im Spezialfall m = p prim in [15], im allgemeinen Fall in [16].
Dort wurde das Polynom in der Form

P := n

(
Xm − 1
X − 1

)2

−m

(
Xn − 1
X − 1

)2

Xm−n, (3.3)
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betrachtet, also ohne die Doppelnullstelle y = 1. Das Polynom (3.3) nennen
wir daher Tschakaloffpolynom von m und n. Die weitere Vorgehensweise ist
nun, für alle teilerfremden m und n das Minimalpolynom von e2iγ – welches
das Tschakaloffpolynom von m und n teilt – zu untersuchen, und festzu-
stellen, ob es eine Galoisgruppe mit Ordnung gleich einer Zweierpotenz hat.
Diesen Fall nennen wir günstig, wenn die Galoisgruppe hingegen einen un-
geraden Teiler besitzt, nennen wir den Fall ungünstig. Glücklicherweise lässt
sich der günstige Fall meistens ausschliessen. Falls für ein Paar (m,n) das
Tschakaloffpolynom einen günstigen Faktor, also einen Faktor mit günstiger
Galoisgruppe, hat, müssen wir nachprüfen, ob dieser Faktor eine Nullstelle
der Form e2iγ hat, der ein Mond entspricht. Diese Arbeit wurde schrittweise
in den Arbeiten von Edmund Landau in [9] und Ljubomir Tschakaloff in
[15] und [16] angegangen. Die Ergebnisse der beiden Herren werden aller-
dings in der Arbeit [17] von Nikolaj Tschebotarew übertroffen. Im Abschnitt
5 werde ich die Ergebnisse von [17] beweisen. Um Informationen über die
Galoisgruppe zu bekommen, brauchen wir noch ein paar algebraische Hilfs-
mittel.

3.2 Hilbertsche Verzweigungstheorie

Die Inhalte der nächsten Abschnitte habe ich hauptsächlich den Büchern
von Serge Lang [10] und Jürgen Neukirch [13] entnommen. Es sei K ein
Zahlkörper, o der Ganzheitsring von K, p ein Primideal in K, das heisst ein
von 0 verschiedenes Primideal in o, L sei eine endliche Körpererweiterung
von K, mit Ganzheitsring O. Wenn P ein Primidal in L ist mit p ⊂ P,
so sagen wir: Das Ideal P liegt über p. Das Ideal p · O zerfällt in O in ein
Produkt von Primidealen, das heisst, es gibt eine bis auf die Reihenfolge
eindeutige Darstellung

p ·O = Pe1
1 . . .Per

r ,

Dabei sind die Pi sind genau die Primideale, die über p liegen. Der Exponent
ei =: e(Pi|p) heißt Verzweigungsindex von Pi über p , und der Grad der
Körpererweiterung

[O/Pi : o/p] = fi =: f(Pi|p)

heißt Trägheitsgrad von Pi über p. Verzweigungsindex und Trägheitsgrad
haben die folgende Eigenschaft:

Lemma 1. Es sei ein Körperturm K ⊂ L ⊂ M gegeben, mit den Primidea-
len p ⊂ P ⊂ P′; p ⊂ K, P ⊂ L, P′ ⊂ M , dann gilt:

e(P′|p) = e(P′|P)e(P|p)

und
f(P′|p) = f(P′|P)f(P|p).
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Nun wollen wir untersuchen, wie sich Primideale von Q in endlichen Erwei-
terungen K = Q[ϑ] verhalten. Der Ganzheitsring von K sei o. Wir müssen
zwei Fälle unterscheiden, je nachdem, ob die Primzahl p den Führer von
Z[ϑ] teilt oder nicht; der Führer ist definiert als die kleinste natürliche Zahl
d, für die d · o ⊂ Z[ϑ] ist. Im Fall, dass p den Führer nicht teilt, erhalten
wir genaue Informationen über die über p liegenden Primideale. Es gilt der
folgende Satz:

Satz 11. Es sei h ∈ Z[X] ein normiertes, irreduzibles Polynom mit Null-
stelle ϑ ∈ C. Wir betrachten den von ϑ erzeugten Körper K := Q[ϑ], mit
Ganzheitsring o. Da h normiert ist, ist ϑ ∈ o. Nun sei p eine Primzahl, die
den Führer von Z[ϑ] nicht teilt. Es sei

h = ϕe1
1 · · ·ϕer

r , (3.4)

die Zerlegung des Polynoms h in Z/pZ[X], wobei die ϕi paarweise verschie-
dene irreduzible normierte Polynome in Z/pZ[X] sind. Wir betrachten nor-
mierte Polynome Φi ∈ Z[X], für die Φi = ϕi mod p gilt. Dann sind die über
p liegenden Primideale genau die folgenden:

pi := p · o + Φi(ϑ) · o, i = 1, . . . , r

Der Verzweigungsindex von pi über p ist gleich dem Exponenten ei, und der
Trägheitsgrad von pi über p ist gleich dem Grad deg(ϕi).

Beweise findet man in Neukirch, [13], Seite 50 und in Cohen, [3], Seite 197.
Fundamental bei dem Beweis ist die Tatsache, dass die Ideale pi tatsächlich
Primideale sind, und dass o/pi isomorph ist zu Fp[X]/(ϕi). Letzteres Objekt
ist ein Körper, da ϕi über Fp irreduzibel ist.
Falls die Primzahl p den Führer teilt, gilt obiger Satz nicht mehr, aber
immerhin noch der folgende:

Satz 12. Es seien h, K und ϑ wie in Satz 11, und p eine beliebige Primzahl,
die auch den Führer von Z[ϑ] teilen darf. Wenn h modulo p wie in Gleichung
(3.4) zerfällt, so zerfällt das Ideal p · o folgendermassen:

p · o = a1 · · · ar,

die ai sind dabei so definiert: ai = p · o+Φei
i (ϑ) · o. Die Polynome Φi werden

wie oben definiert. Die ai sind nicht notwendigerweise Primideale, aber sie
sind paarweise prim (das heißt ai + aj = o, für i 6= j), und zerfallen in
Primideale, deren Trägheitsgrad jeweils ein Vielfaches des Grades deg(ϕi)
ist.
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Beweis siehe Cohen, [3], Seite 307:
Damit gilt folgender für uns wichtige Satz:

Satz 13. Es sei h ∈ Z[X] ein irreduzibles, normiertes Polynom, L sei der
Zerfällungskörper von h. Dann gilt: Wenn h ∈ Z[X] modulo einer Primzahl
p einen irreduziblen Faktor vom Grad u hat, so teilt u den Grad [L : Q]

Beweis: Wir betrachten eine Nullstelle α ∈ C von h. Dann ist Q[α] nicht
notwendigerweise der Zerfällungskörper, aber immerhin ein Teilkörper von
L. Nach den Sätzen 11 und 12 teilt u den Trägheitsgrad eines in Q[α] über
p liegenden Primideals. Da Q[α] ein Teilkörper von L ist und wegen Lemma
1 teilt u auch den Trägheitsgrad von L über Q, und damit die Ordnung der
Galoisgruppe.

Betrachten wir nun den Fall einer Galoisschen Körpererweiterung K ⊂ L.
Wir bezeichnen die Ganzheitsringe wieder mit o und O. Wenn wir ein Prim-
ideal p in o gegeben haben, so sind für alle über p liegenden Primideale
Pi die Verzweigungsindizes e(Pi|p) =: e und Trägheitsgrade f(Pi|p) =: f
gleich, wir haben:

[L : K] = |Gal(L|K)| = efr.

Wenn σ ein Element der Galoisgruppe G(L|K) ist, und a ein ganzes Element
von L, so ist auch σ(a) ein ganzes Element. Die Gruppe G operiert auf O.
Es gilt:

σ(P) ∩ o = σ(P ∩ o) = σ(p) = p,

Das bedeutet, dass auch σ(P) über p liegt. Nun gilt der

Satz 14. Wenn P und Q zwei Primideale sind, die über p liegen, so gibt es
ein σ ∈ G mit Q = σ(P).

Beweis: Neukirch, [13], Seite 57.
Nun fixieren wir ein Primideal P von L, und betrachten die Menge der Auto-
morphismen σ ∈ G, welche P in sich selbst überführen. Dies ist eine Gruppe
GP := {σ ∈ G; σ(P) = P}, sie heißt Zerlegungsgruppe von P über K. Der
Fixkörper der Zerlegungsgruppe heißt Zerlegungskörper ZP. Wir können
die Gruppe G in die Menge der Nebenklassen {σGP;σ ∈ G} zerlegen. Wenn
{τ1, . . . , τr} ein Repräsentantensystem der Nebenklassen durchläuft, so sind
die τi(P) genau die über p liegenden Primideale. Die Anzahl der über p

liegenden Primideale ist der Gruppenindex (G : GP).
Wir haben den Körperturm

K ⊂ ZP ⊂ L
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mit zugehörigen Galoisgruppen

G ⊃ GP ⊃ {Id}.

Der wichtige Punkt für unsere Arbeit ist, dass die Ordnung der Zerlegungs-
gruppe die Ordnung der Galoisgruppe teilt. Da wir nur einen ungeraden
Teiler der Ordnung der Galoisgruppe suchen, reicht es, wenn wir einen un-
geraden Teiler der Ordnung der Zerlegungsgruppe finden.

3.3 Konstruktion von Kp

Nun wollen wir unser Problem lokalisieren. Wir haben folgende Situation:
Gegeben seien zwei algebraische Zahlkörper K ⊂ L, p eine Primzahl, und
p ⊂ P in K bzw. L über p liegende Primideale. Dann haben wir folgendes
Bild:

Q ⊂ K ⊂ L
∪ ∪ ∪
Z ⊂ o ⊂ O

∪ ∪ ∪
pZ ⊂ p ⊂ P

Das Lokalisieren geht nun folgendermassen vor sich: In Z betrachten wir das
Primideal pZ, und den Ring pZ := {a/b; p - b}. Das ist ein lokaler Ring, er
hat nur ein einziges Primideal, nämlich das von p erzeugte. Die Elemente
von pZ lassen sich darstellen als a/b = pna′/b, mit p - a′b, n ∈ N0. Nun gehen
wir über zum Quotientenkörper (das ist in diesem Fall Q), dort haben die
Elemente eine Darstellung a/b = pka′/b, mit p - a′b, k ∈ Z. Mithilfe dieser
Darstellung definieren wir eine Bewertung

v : Q → Z ∪ {∞} (3.5)

pk a′

b
7→ k

0 7→ ∞.

Diese hat die leicht einzusehenden Eigenschaften:

v(xy) = v(x) + v(y) (3.6)
v(x + y) ≥ min{v(x), v(y)}.

Aus der Bewertung erhalten wir einen Absolutbetrag

‖.‖ : Q → R (3.7)

pk a′

b
7→ p−k

0 7→ 0,
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mit den Eigenschaften:

‖xy‖ = ‖x‖‖y‖ (3.8)
‖x + y‖ ≤ max{‖x‖, ‖y‖}.

Ein Absolutbetrag mit diesen Eigenschaften heisst nichtarchimedisch. In Q
können wir nun Cauchyfolgen bezüglich dieses Betrages betrachten und Q
dann vervollständigen; damit kommen wir zu den bekannten p-adischen Zah-
len Qp, mit Q ⊂ Qp. Die Zahlen mit Bewertung ≥ 0 sind die ganzen p-
adischen Zahlen Zp.
Wir können dieses Spiel aber auch mit einem Zahlkörper anstatt Q machen:
Es sei K ein Zahlkörper, o der Ganzheitsring von K und p ein Primideal in
K. Wir betrachten die Lokalisierung

po := {a

b
; a ∈ o, b ∈ o \ p}.

Der Ring po ist ein Hauptidealring mit genau einem Primideal, nämlich
p · po. Ein erzeugendes Element des Primideals nennen wir Primelement.
Wir fixieren ein Primelement π. Dann hat jedes Element a/b ∈ po eine
Darstellung als a/b = πna′/b mit a′b 6∈ p, n ∈ N0. Nun gehen wir zum
Quotientenkörper Quot(po) := {a/b; a/b = πka′/b mit a′b 6∈ p, k ∈ Z} über.
Wir definieren wieder eine nichtarchimedische Bewertung

vp := vπ : Quot(po) → Z ∪ {∞} (3.9)

πk a′

b
7→ k

0 7→ ∞,

und einen nichtarchimedischen Betrag mit den Eigenschaften von (3.8).
Wir betrachten Cauchyfolgen und vervollständigen, dann kommen wir zum
Körper Kp. Dieser Körper ist ein lokaler Körper. Mit op bezeichenen wir den
Ring der Elemente mit Bewertung ≥ 0.
Da p ein Primideal von K ist, gibt es genau eine Primzahl p ∈ p. Es gibt
eine Injektionsabbildung

i : pZ → po (3.10)

pn a′

b
7→ pn a′

b
.

Das ist wohldefiniert, denn wäre b ∈ p, so wäre b ∈ p ∩ Z = pZ, also
ein Vielfaches von p. Wir haben aber b - p verlangt. Damit ist pZ in po

enthalten und Qp in Kp. Den Verzweigungsindex e(p|p) bezeichnen wir mit
ep. Für das primitive Element π gilt vp(π) = 1, und für Elemente x ∈ Qp

gilt: vp(x) = ep · vp(x). Manchmal normiert man die Bewertung so, dass
vp(p) = 1 gilt, man dividiert also durch den Verzweigungsindex ep. Analog
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wählt man ein Primideal P ⊂ O, das über p liegt, dazu eine Bewertung
vP, und bekommt den Körper LP, und einen Körperturm Qp ⊂ Kp ⊂ LP.
Wenn nun die Körpererweiterung K ⊂ L eine Galoiserweiterung ist, dann ist
auch Kp ⊂ LP eine, und nach Serre, [14], II, 3, Corollary 4, Seite 31, ist die
Galoisgruppe dieser Körpererweiterung genau gleich der Zerlegungsgruppe
GP. Für unsere Untersuchung der Ordnung der Galoisgruppe von K über
Q können wir also auch die Erweiterung Kp über Qp betrachten.

3.4 Eigenschaften von Kp

Wenn wir eine Galoissche Körpererweiterung K ⊂ L gegeben haben, können
wir uns Primideale p ⊂ P wählen, und die Körper Kp und LP betrachten.
Der Einfachheit der Bezeichnungen halber schreiben wir L anstatt LP und
K anstatt Kp. Es gilt [L : K] = n = ef , wobei e = e(P|p) der Verzwei-
gungsindex von P über p ist, und f = f(P|p) der Trägheitsgrad von P

über p. Da K und L nur ein Primideal besitzen, können wir anstatt Ver-
zweigungsindex von P über p auch Verzweigungsindex von L über K sagen,
wir schreiben e(L|K) := e(P|p). Wenn wir eine Erweiterung Qp ⊂ K be-
trachten, ist der Verzweigungsindex von K definiert als e(K|Qp). Analoge
Bezeichnungen verwenden wir für den Trägheitsgrad.
Nach Koblitz, [8], Seite 67 gilt nun: Es gibt einen Zwischenkörper K ′ zwi-
schen K und L, mit folgenden Eigenschaften: [K ′ : K] = f = f(K ′|K) =
f(L|K), e(K ′|K) = 1, und K ′ wird von einer primitiven (pf − 1)ten Ein-
heitswurzel ζ erzeugt. Für den Ganzheitsring einer solchen Körpererweite-
rung gilt nach Neukirch, [13], Seite 166: OK′ = o[ζ]. Das Primideal p von K
bleibt auch in K ′ ein Primideal.
Für die Erweiterung K ′ ⊂ L gilt [L : K ′] = e = e(L|K) = e(L|K ′),
f(L|K ′) = 1, und L = K ′[π] = K[ζ, π], wobei π ein Primelement ist.

Jede endliche Körpererweiterung K ⊂ L von lokalen Körpern hat daher die
Form

L = K[ζ, π] (3.11)

mit den obigen Eigenschaften. Das Minimalpolynom von π über K ′ ist ein
Eisensteinpolynom, das ist ein Polynom

Xe + a1X
e−1 + · · ·+ ae−1X + ae, (3.12)

wobei alle ai Elemente des Primideals p von K ′ sind, ae 6∈ p2.
Jedes Element x ∈ Zp kann man eindeutig darstellen als x = a0 + pa1 +
p2a2 + . . . , wobei die ai Zahlen zwischen 0 und p−1 sind. Diese Zahlen sind
ein Repräsentantensystem von Zp/pZp. Man kann aber jedes beliebige Re-
präsentantensystem zur Darstellung der Zahlen aus Qp wählen. Eines sind
die Teichmüllerziffern, das sind Repräsentanten ai ∈ Zp mit der Eigenschaft
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ap
i = ai. Modulo p sind die Teichmüllerziffern alle verschieden. Teichmüller-

ziffern gibt es auch bei Erweiterungen von Qp, es gilt folgender Satz, den
man in Koblitz, [8], Seite 68 findet:

Satz 15. Es sei K = Qp[ζ, π] eine Körpererweiterung von Qp wie oben, mit
Trägheitsgrad f . Dann gilt: Jedes x ∈ K lässt sich eindeutig darstellen als

x =
∞∑

i=m

aiπ
i,

m ∈ Z. Dabei sind die ai ∈ o und es gilt ai
pf

= ai.

Die ai kann man daher als Teichmüllerziffern auffassen. Weiters gilt nach
Gouvêa, [6], Seite 144 : x ∈ o ⇔ vp(x) ≥ 0, also o = Zp[ζ, π].

3.5 Das Newtonpolygon

Ein nützliches Instrument zur Untersuchung von Galoisgruppen ist das New-
tonpolygon. Gegeben sei eine endliche Körpererweiterung K von Qp mit
Primideal p, Bewertung vp wie in (3.9) und Primelement π, ein Polynom
f ∈ K[X], L sei der Zerfällungskörper von f mit Primideal P, Bewertung
vP und Primelement Π. Den Verzweigungsindex von L über K bezeichnen
wir mit e. Wir normieren die Bewertung vP so, dass vP(π) = e gilt. Wenn
wir ein Polynom

f = a0 + a1X + · · ·+ anXn ∈ K[X]

mit a0an 6= 0 gegeben haben, betrachten wir zu jedem Term aiX
i mit

ai 6= 0 den Punkt (i, vp(ai)). Dann bilden wir die untere konvexe Einhüllen-
de der Punktmenge {(0, vp(a0)), (1, vp(a1)), . . . (n, vp(an))}. Auf diese Weise
entsteht ein Polygonzug, den wir das Newtonpolygon zu f nennen.
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Das Polygon ist aus einer Folge von Strecken S1, S2, . . . . Jede Strecke soll
eine echt grössere Steigung als die vorhergehende Strecke haben, das bedeu-
tet, dass auch mehrere Punkte auf einer Strecke liegen dürfen. Es gilt der
folgende Satz:

Satz 16. Es seien K ⊂ L und die übrigen Bezeichnungen wie oben, und
f = ao+a1X+· · ·+anXn, aoan 6= 0 ein Polynom über dem Körper K. Dann
gilt: Besitzt das Newtonpolygon eine Strecke mit der Steigung −m ∈ Q, die
von den Punkten (r, vp(ar)) und (s, vp(as)) begrenzt wird, so besitzt f genau
s− r Nullstellen α1, . . . , αs−r ∈ L mit der Bewertung

vP(α1) = · · · = vP(αs−r) = me.

Der Beweis findet sich in Neukirch, [13], Seite 151.
Nun ist die Zahl m im Allgemeinen keine ganze Zahl, sondern eine rationale
Zahl. Die Bewertung vP war aber, wenn wir uns an (3.9) erinnern, eine
Abbildung nach Z ∪ ∞. Daher muss die Zahl me eine ganze Zahl sein. Es
gilt folgendes Korrollar:

Korollar 3. In der Situation von Satz 16 gilt: Wenn im Newtonpolygon die
Steigung m = a/b, a, b ∈ Z teilerfremd, auftritt, so teilt b den Verzweigungs-
index e und damit auch die Ordnung der Galoisgruppe G(L|K).
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Kapitel 4

Wichtige Bezeichnungen

Hier werden wir einige Bezeichnungen definieren, die wir in den nächsten
Kapiteln immer wieder brauchen. Sie werden dort zwar meist nochmals de-
finiert, und wir werden erläutern, wozu wir sie brauchen, aber da sie recht
häufig vorkommen, stellen wir sie hier separat zusammen.
Für a, b, k ∈ N schreiben wir ak‖b wenn ak|b gilt, aber ak+1 - b.
Die Zahlen m und n sind teilerfremde, natürliche Zahlen, mit m > n. Wenn
m einen ungeraden Teiler hat, bezeichnen wir ihn mit p, einen ungeraden
Teiler von n mit t, es gelte pk‖m und tk1‖n. Wenn m oder n gerade ist,
sei λ der 2-Exponent von mn, das heißt 2λ‖mn. Für eine Primzahl q sei
Mq := Qq[

√
mn], den Körper Q[

√
mn] nennen wir M .

Das Tschakaloffpolynom zu m und n ist

P := P (m, n) := n

(
Xm − 1
X − 1

)2

−m

(
Xn − 1
X − 1

)2

Xm−n. (4.1)

Das Polynom (X − 1)2P nennen wir T :

T := T (m,n) := (X − 1)2P = n(Xm − 1)2 −m(Xn − 1)2Xm−n (4.2)

Falls mn ungerade ist, ist (m− n)/2 ∈ N, und wir können das Polynom

f := (Xm − 1)−
√

m

n
(Xn − 1)X

m−n
2 ∈ M [X] (4.3)

definieren, es ist ein Teiler von T . Eine Verwechslung mit dem im Abschnitt
3.2 eingeführten Trägheitsgrad ist nicht zu befürchten. Im Fall mn gerade
betrachten wir die Polynome

R := R(m,n) := n

(
X2m − 1
X2 − 1

)2

−m

(
X2n − 1
X2 − 1

)2

X2m−2n. (4.4)

und

Q := Q(m,n) := (X2− 1)2R = n(X2m− 1)2−m(X2n− 1)2X2(m−n). (4.5)

29



Q hat den Teiler

fQ := (X2m − 1)−
√

m

n
(X2n − 1)Xm−n ∈ M [X]. (4.6)

Es sei γ der zum Paar (m,n) gehörige Winkel, wie am Beginn von Abschnitt
3.1 eingeführt. Dann bezeichnen wir das Minimalpolynom von e2iγ – bezie-
hungsweise im Fall mn gerade das Minimalpolynom von eiγ – über M mit
g. Nullstellen von f bzw. fQ bezeichnen wir mit y, solche von g – die auch
welche von f bzw. fQ sind – mit x. Wir schreiben y = ε + aπs, wobei π ein
primitives Element des Zerfällungskörpers von f bzw. fQ über Mp ist, und
y = εt + atτ

st , wobei τ ein primitives Element des Zerfällungskörpers von f
bzw. fQ über Mt ist.
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Kapitel 5

Der Fall m und n ungerade

Nun kommen wir zu den Ergebnissen von Nikolaj Tschebotarew vom Arti-
kel [17] aus dem Jahre 1934. Gegeben sei ein Paar ungerader teilerfremder
natürlicher Zahlen m > n, welche einen Mond charakterisieren, wie am An-
fang von Abschnitt 3.1 erklärt. Wir erinnern uns an Gleichung (3.3), das
Tschakaloffpolynom zu m und n. Die Zahl e2iγ ist Nullstelle des Tscha-
kaloffpolynoms. Wir wollen die Galoisgruppe dieses Polynoms untersuchen.
Um leichter rechnen zu können, multiplizieren wir das Polynom mit (X−1)2

und erhalten folgendes – dem Tschakaloffpolynom ähnliche – Polynom:

T := T (m,n) = n(Xm − 1)2 −m(Xn − 1)2Xm−n, (5.1)

Wir betrachten T als Polynom über Qp für geeignete p, und finden in Ab-
schnitt 5.1 einen Teiler f von T über einer quadratischen Körpererweite-
rung von Qp, nämlich über Mp := Qp[

√
mn]. Der Verzweigungsindex des

Zerfällungskörpers über Qp wird uns Informationen über m liefern (Ab-
schnitte 5.2 und 5.3). Danach untersuchen wir das tatsächliche Minimalpo-
lynom g von e2iγ über Q[

√
mn], welches wir dann wieder als Polynom über

Mp betrachten. Dadurch schränken wir die möglichen Kandidaten für m auf
eine kurze Liste, siehe Bemerkung 5.4, ein. In Abschnitt 5.5 untersuchen wir
T mit Hilfe des Newtonpolygones und einer ähnlichen Argumentation wie
in Abschnitt 5.2 für eine andere Primzahl, und erhalten Einschränkungen
für n. In Abschnitt 5.6 untersuchen wir das Tschakaloffpolynom P . Zuerst
behandeln wir die Klasse von Fällen mit m = 2u + 1 prim, n = 1. Dann
bleibt nur noch eine endliche Anzahl von Fällen übrig. Diese schliessen wir
durch explizite Berechnungen mit KANT, [11], und MAPLE aus.
Es sei p ein Primteiler von m, es gelte: m = pkm1, mit (m1, p) = 1. Wir
betrachten T als Polynom über Qp und untersuchen die Ordnung der Ga-
loisgruppe des Zerfällungskörpers. In Qp lässt sich leichter rechnen, aber es
bleibt immer noch genügend Information über den Grad der Galoisgrup-
pe, um die meisten Fälle ausschließen zu können. Wenn wir zeigen können,
dass T beziehungsweise der irreduzible Teiler, der das Minimalpolynom von
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e2iγ ist, eine Galoisgruppe mit ungeradem Grad hat, so wissen wir, dass der
zugehörige Mond nicht quadrierbar ist.

5.1 Der Körper Mp

Zuerst betrachten wir das Polynom T über dem Körper Mp := Qp[
√

mn], es
zerfällt in die zwei Polynome

f := Xm − 1−
√

m

n
(Xn − 1)X

m−n
2 (5.2)

und

Xm − 1 +
√

m

n
(Xn − 1)X

m−n
2 . (5.3)

Diese beiden Faktoren (5.2) und (5.3) liegen bereits in Q[mn][X]. Daraus
können wir ersehen, dass

√
mn Element des Zerfällungskörpers von T ist,

da
√

mn eine Summe von Produkten der Nullstellen von T ist. Q[
√

mn] ist
daher ein Unterkörper des Zerfällungskörpers von T über Q.
Nun sei L der Zerfällungskörper von f über Qp, OL der Ganzheitsring, pL

das Primideal und π ein Primelement, das heisst pL = π ·OL.
Wir wollen nun mit Hilfe des Verzweigungsindex von L über Qp Aussa-
gen über die Galoisgruppe machen. Nach (3.11) im vorigen Paragraphen
haben wir L = Qp[ζ, π], wobei ζ eine (pf − 1)-te Einheitswurzel ist. Da-
bei ist f der Trägheitsgrad von L über Qp. Den Trägheitsgrad werden wir
nicht oft benötigen, eine Verwechslung mit dem Polynom f ist wohl auszu-
schliessen. Um zu den gewünschten Resultaten zu kommen, erweitern wir
nun den Zerfällungskörper L mit einer geeigneten Einheitswurzel ζ ′, sodass
der erweiterte Körper alle m1-ten Einheitswurzeln enthält, und nennen ihn
der Einfachheit halber wieder L. Wie oben ist m = pkm1. Die Erweiterung
Qp[ζ, ζ ′] wird von einer (pf ′ − 1)-ten Einheitswurzel erzeugt, so, dass gilt:
m1|pf ′−1. Durch diese Vergrösserung des Körpers verändert sich zwar der
Trägheitsgrad, aber der Verzweigungsindex bleibt gleich. Das von π erzeugte
Ideal bleibt auch im grösseren Körper ein Primideal, wir nennen es wieder
pL.

5.2 Der Verzweigungsindex e = e(L|Qp)

Wir wollen nun das Polynom f im Körper OL/pL betrachten. Da
√

m
n even-

tuell kein Element des Ganzheitsringes von L ist,
√

mn jedoch schon, be-
trachten wir n ·f . Dies macht aber für die Berechnungen keinen Unterschied,
da n 6∈ pL ist. Es gilt:

nf ≡ n(Xm − 1) ≡ n(Xm1 − 1)pk
mod pL, (5.4)
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denn OL/pL hat die Charakteristik p, und daher sind die Binomialkoeffizi-
enten

(
pk

r

)
für r ∈ {2, . . . , pk − 1} alle gleich Null. Es sei y eine Nullstelle

von f . Wir stellen y mithilfe der Teichmüllerziffern, vergleiche Satz 15, dar,
y := a0 + a1π + a2π

2 + . . . . Das fassen wir zusammen zu y = ε + aπs, mit
ε = a0, a 6∈ pL und s ≥ 1. Es gilt: ȳ = ε̄ in OL/pL. Wir fassen die Kongruenz
(5.4) als Gleichung in OL/pL auf und erhalten durch Einsetzen von ȳ:

f(ȳ) = 0 = (ε̄m1 − 1)pk
,

also
εm1 − 1 ≡ 0 mod pL.

Die Teichmüllerziffern 6= 0 sind genau die Lösungen der Gleichung Xpf ′−1−1
über Qp. Diese Gleichung hat lauter verschieden Nullstellen, auch modulo
π, wegen π|p - pf ′ − 1. Wir haben L so konstruiert, dass m1|pf ′ − 1 gilt, also

Xpf ′−1 − 1 = (Xm1 − 1)U,

für ein U ∈ Qp[X]. Es gibt daher m1 verschiedene m1-te Einheitswurzeln in
L, diese sind auch modulo π verschieden, wegen π - m1. Wäre nun ε keine
m1-te Einheitswurzel, so wäre ε Nullstelle von U , und modulo π gäbe es
m1 + 1 verschiedene m1-te Einheitswurzeln. Das kann nicht sein. Daher gilt
εm1 − 1 = 0 in L.1 Diese Eigenschaft ist später noch wichtig, darum war es
notwendig, die Einheitswurzel ζ ′ zum Körper L zu adjungieren.
Um nun Informationen über den Verzweigungsindex e = e(L|Qp) zu ge-
winnen, setzen wir y = ε + aπs in das Polynom (5.2) ein, und betrachten
jene Summanden, in denen der Exponent von π minimal ist, beziehungswei-
se deren Bewertung minimal ist. Da f(y) = 0 ist, muss es zwei minimale
Exponenten geben, damit sie sich wegheben können. Wir erhalten:

0 = ym − 1−
√

m

n
(yn − 1)y

m−n
2 = (5.5)

= ((ε + aπs)m − 1)−
√

m

n
((ε + aπs)n − 1) (ε + aπs)

m−n
2 .

Um die Bewertungen der Binomialkoeffizienten abschätzen zu können, be-
nutzen wir ein Lemma.

1Auf diese Identität kommt Tschebotarew auch. Allerdings ganz ohne zu sagen, in wel-
chen Körpern und welchen Körpererweiterungen er operiert. Die Existenz eines geeigneten
ε nimmt er einfach an, anstatt von Primidealen zu sprechen, schreibt er meist

”
modulo√

p“. Dafür schreibt er an einer anderen Stelle
”
≡ 0 mod

√
p“, wo eigentlich eine simples

= 0 stehen sollte. Herauszufinden, in welchem Körper Tschebotarew eigentlich rechnet,
war ein kniffliges Stück Arbeit.
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Lemma 2. Es sei p eine Primzahl, m ∈ N mit pk‖m, k ≥ 1 und m = pkm1.
Dann gilt für r ≤ pk:

pl‖r =⇒ pk−l‖
(

m

r

)
. (5.6)

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion über r:
Für r = 1 haben wir p0‖r, und

(
m
r

)
=

(
m
1

)
= m, pk‖m. Wir nehmen an, dass

die Aussage (5.6) für r ≥ 1 gilt, und betrachten:
(

m

r + 1

)
=

(
m

r

)
m− r

r + 1
.

Wir unterscheiden 3 Fälle:

• p - r und p - r + 1. Dann gilt nach (5.6): pk‖(m
r

)
, weiters p - m − r

wegen p - r. Damit haben wir insgesamt pk‖( p
r+1

)
.

• Es gibt ein l > 0 mit pl‖r, r = plr1. Daraus folgt p - r + 1, aus (5.6)
folgt pk−l‖(m

r

)
, und m− r = pl(pk−lm1− r1), also pl‖m−n, insgesamt

haben wir pk‖( p
r+1

)
.

• Es gibt ein l > 0 mit pl‖r + 1. In diesem Falle gilt p - r und daher
p - m− r, nach (5.6) gilt pk‖(m

r

)
, insgesamt pk−l‖( p

r+1

)
.

Im Fall r = pk haben wir somit p -
(
m
r

)
. Dies ist also das kleinste r mit

p -
(
m
r

)
.

Zu Berechnung der Bewertungen der Summanden von (5.5) werden wir die
Bewertung vπ betrachten. Wir normieren vπ so, dass vπ(π) = 1 und da-
mit vπ(p) = e gilt. Im ersten Term ym − 1 von Gleichung (5.5) haben wir
Summanden der Form

(
m

r

)
εm−rasπrs, r ∈ {1, . . . ,m}.

Wegen vπ(aε) = 0 ist der Faktor εm−ras uninteressant. Wenn r ≤ pk ist,
jedoch keine Potenz von p, so können wir r anschreiben als r = pl+r′, r′ < p.
Nach dem Lemma 2 ist vπ(

(
m
r

)
) = ek und vπ(

(
m
r

)
πrs) = ke+rs. Andererseits

ist vπ(
(
m
pl

)
πpls) = (k− l)e + pls, also kleiner. Wenn wir die Summanden mit

minimaler Bewertung suchen, können wir von denen bis zum pk-ten jene
weglassen, bei denen r keine Potenz von p ist. Für den pk-ten Summanden
gilt vπ(

(
m
pk

)
) = 0 nach Lemma 2, und damit vπ(

(
m
pk

)
πpks) = pks. Für alle

anderen Terme
(
m
r

)
πrs mit r > pk ist vπ(

(
m
r

)
πrs) > pks. Wenn wir nun die

Summanden mit möglicherweise kleinster Bewertung hinschreiben, erhalten
wir:
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ym − 1 = ((ε + aπs)m − 1) =
= εm +

(
m
1

)
εm−1aπs + · · ·+ (

m
p

)
εm−papπps + · · ·+

+
(

m
p2

)
εm−p2

ap2
πp2s + · · ·+ (

m
pk

)
εm−pk

apk
πpks + · · · − 1.

Die Summanden εm und −1 heben sich weg. Als Kandidaten für die mini-
malen Exponenten von π erhalten wir folgende Liste:

ke + s, (k − 1)e + ps, (k − 2)e + p2s, . . . , (k − l) + pls, . . . , pks (5.7)

Beim zweiten Term gestaltet sich die Rechnung wegen p - n einfacher:

√
m
n ((ε + aπs)n − 1) (ε + aπs)

m−n
2 =

=
√

m
n

(
εn +

(
n
1

)
εn−1aπs + · · · − 1

)
(ε

m−n
2 + . . . ).

Es gilt: vπ(
√

m
n ) = ek

2 . Wir müssen zwei Fälle unterscheiden:

• Falls εn = 1 ist, haben wir als minimalen Exponenten ek
2 + s,

• Falls εn 6= 1 ist, ergibt sich ek
2 .

Da der Ausdruck (5.5) gleich Null ist, müssen mindestens zwei der Expo-
nenten gleichzeitig minimal sein. Entweder sind zwei Elemente aus der Liste
(5.7) minimal, oder eines aus der Liste und und das vom zweiten Term. Wir
wollen unsere Untersuchung mit dem Fall beginnen, dass zwei aus der Liste
gleich sind. Dann haben wir:

(k − i)e + pis = (k − (i + l))e + pi+ls ⇐⇒

⇐⇒ e =
spi(pl − 1)

l
,

wobei i und l kleiner als k sind, da die beiden Ausdrücke Elemente der Liste
(5.7) sind. Weiters muss bei dieser Gleichung l = 1 gelten, denn die beiden
Elemente (k− i)e + pis und (k− (i + l))e + pi+ls sind minimal. Wäre l > 1,
so würde gelten:

(k − i− l)e + spi+l ≤ (k − i− 1)e + spi+1 ⇐⇒
⇐⇒ spi(pl − p) ≤ e(k − i− 1− k + i + l) = e(l − 1) =

=
spi(pl − 1)

l
(l − 1) ⇐⇒

⇐⇒ l(pl − p) ≤ (pl − 1)(l − 1) ⇐⇒
⇐⇒ lpl − lp ≤ lpl − pl − l + 1 ⇐⇒
⇐⇒ pl + l ≤ lp + 1,
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und das ist nicht möglich, wenn l > 1 ist. Da wir angenommen haben, dass
zwei Elemente aus der Liste (5.7) die minimalen Exponenten sein sollen,
haben wir auch

(k − i)e + spi ≤ ek

2
+ s,

woraus man sieht, dass i grösser sein muss als k/2. Wir haben in diesem
Falle für den Verzweigungsindex e Kandidaten der Form spi(p − 1), i > 0.
Da der Verzweigungsindex die Ordnung der Galoisgruppe teilt, heisst das,
dass hier die Galoisgruppe einen ungeraden Teiler, nämlich p, besitzt, und
der Fall ist ungünstig.
Im günstigen Fall muss also ein Element der Liste (5.7) minimal sein, und
mit ek/2 bzw. ek/2 + s übereinstimmen.
Im Fall εn 6= 1 ergibt sich

ek
2 = (k − l)e + spl ⇐⇒

⇐⇒ e(k
2 + l − k) = spl ⇐⇒

⇐⇒ e = spl

l−k/2 = 2spl

2l−k ,

mit l ≤ k. Da pl grösser ist als 2l − k gilt pl - 2l − k, daher muss p|e gelten,
der Fall ist auch ungünstig.
Es bleibt als letztes der Fall εn = 1, und ein Element aus der Liste (5.7) muss
minimal sein, und mit ek/2 + s übereinstimmen. Da m und n teilerfremd
sind, folgt aus εm = εn = 1 schon:

ε = 1. (5.8)

Das halten wir als Bemerkung fest:

Bemerkung 5.1. Ist mn ungerade und der Fall (m, n) günstig, haben alle
Nullstellen von f die Form: y = 1 + aπs ∈ L.

Weiter gilt:
ek

2
+ s = (k − l)e + spl,

wieder mit l ≤ k. Man sieht man sofort, dass auch l > k/2 gelten muss,
sonst wäre die rechte Seite der Gleichung größer. Wir formen um:

e(k
2 + l − k) = spl − s ⇐⇒

⇐⇒ e = s(pl−1)
l−k/2 = 2s(pl−1)

2l−k .

Dass hier anscheinend ein Bruch steht, obwohl der Verzweigungsindex eine
natürliche Zahl sein sollte, braucht uns nicht zu stören: Tatsächlich steht
hier eine ganze Zahl, der Nenner kürzt sich weg.
Es gilt:
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Bemerkung 5.2. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) günstig, hat der
Verzweigungsindex e = e(L|Qp) die Form:

e =
2s(pl − 1)

2l − k
, mit k ≥ l > k/2.

5.3 Welche Primfaktoren kann m haben?

Wir wollen untersuchen, in welchen Fällen das e von Bemerkung 5.2 nur
gerade Faktoren enthält. Dazu müssen wir Fallunterscheidungen treffen:

• l = 1: Dann ist auch k = 1 und e = 2s(p− 1). Damit dies eine gerade
Zahl ist, muss p = 2u + 1 eine Fermatsche Primzahl sein. Wir haben
den möglichen Fall

p = 2u + 1, p‖m, e = 2us. (5.9)

• l = 2: Hier kann k die Werte 2 oder 3 annehmen.

– k = 2: Wir haben 2l− k = 2, und e = s(p2− 1) = s(p+1)(p− 1).
Da für p 6= 3 entweder p + 1 oder p− 1 durch 3 teilbar ist, bleibt
als Kandidat für einen günstigen Fall nur p = 3. Insgesamt ergibt
sich der Fall

p = 3, 32‖m, e = 8s. (5.10)

– k = 3 Hier ergibt sich e = 2s(p + 1)(p − 1). Wieder muss p = 3
sein, wir haben den Fall

p = 3, 33‖m, e = 16s. (5.11)

• l = 3: Hier haben wir

e = 2s
pl − 1
6− k

= s
(p− 1)(p2 + p + 1)

6− k
.

Der Faktor p2 + p + 1 ist ungerade und grösser als 6, daher kann er
nicht weggekürzt werden. Somit ist der Fall ungünstig.

• l > 3, l ungerade:

e = 2s
pl − 1
2l − k

= 2s
(p− 1)(pl−1 + · · ·+ p + 1)

2l − k
.

Der Faktor pl−1 + · · · + p + 1 ist wieder ungerade, und er ist grösser
als 2l, also ist der Fall ungünstig.
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• l > 3, l gerade mit einem ungeraden Faktor t ≥ 3, l = µt,

e = 2s
pµt − 1
2l − k

= 2s
(pµ − 1)(pµ(t−1) + · · ·+ pµ + 1)

2l − k
.

Auch hier ist der Faktor pµ(t−1) + · · ·+ pµ + 1 ungerade. Wir schätzen
ab:

pµ(t−1) + · · ·+ pµ + 1 = pµ(pµ(t−2) + · · ·+ 1) + 1 >

> pµ(µ(t− 2) + · · ·+ µ + 1) > pµµ
∑t−2

i=1 i = pµµ (t−2)(t−1)
2 ≥

≥ 9µ (t−2)(t−1)
2 > 2µt = 2l > 2l − k.

Daher hebt sich der Faktor nicht weg, der Fall ist ungünstig.

• l = 2α, α > 1

e = 2s
p2α − 1
2l − k

= 2s
(p2α−1

+ 1)(p2α−2
+ 1) . . . (p + 1)(p− 1)

2l − k
.

Dies sind α + 1 Faktoren im Zähler. Wir unterscheiden 2 Fälle:

– Mindestens α dieser Faktoren haben einen ungeraden Faktor ≥ 3,
der Ausdruck im Zähler ist also grösser als 3α, und weiter gilt
3α > 2α = l ≥ 2l − k, auch dieser Fall ist ungünstig.

– Zwei Faktoren sind Zweierpotenzen, p2β
+1 = 2x > 2y = p2γ ± 1.

Es gilt:

p2β − 1 = (p2γ
)2

β−γ − 1 =
(
(p2γ

)2
β−γ−1

+ 1
)

. . . (p2γ
+1)(p2γ − 1).

Daher gilt
p2γ ± 1|p2β − 1,

und weiters:

p2γ ± 1|p2β
+ 1− (p2β − 1) = 2.

Dies ist nur dann möglich, wenn γ = 0 und p = 3 ist. Als Zwi-
schenergebnis haben wir für den günstigen Fall:

e = 2s
32α − 1
2l − k

.

Wir wollen nun die geraden Faktoren von 32α − 1 suchen. Es gilt
für t ≥ 1:

32t
+ 1 = (32)2

t−1
+ 1 = 92t−1

+ 1 ≡ 12t−1
+ 1 = 2 mod 4.
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Das bedeutet, dass diese Zahl zwar durch 2, aber nicht durch 4
teilbar ist. Wir faktorisieren:

32α − 1 = (32α−1
+ 1) · · · · · (32 + 1)(3 + 1)(3− 1).

Jeder der ersten α − 1 Faktoren ist genau durch 2 teilbar, der
vorletzte Faktor ist 4, der letzte 2, also ist der ganze Ausdruck
genau durch 2α+2 teilbar. Für den ungeraden Anteil gilt:

32α − 1
2α+2

> 2α [= l ≥ 2l − k] ⇐⇒
⇐⇒ 32α − 1 > 22α+2.

Das ist erfüllt für α > 1, und wir haben wieder einen ungeraden
Faktor, der sich nicht weghebt. Dieser Fall ist auch ungünstig.

Wir haben damit vorläufig 3 Möglichkeiten für günstige Fälle, nämlich (5.9),
(5.10) und (5.11) gefunden.

Bemerkung 5.3. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) günstig, gilt: Wenn
p ein Teiler von m ist, mit pk‖m, dann liegt einer der drei Fälle

p = 2u + 1, k = 1, e = 2us;
p = 3, k = 2, e = 8s;
p = 3, k = 3, e = 16s;

vor.

Wir wissen nun: Wenn m zu einem quadrierbaren Mond gehört, ist m von
der Form:

m = 3kp1p2 . . . pn; pi = 2ui + 1, pi prim, k ≤ 3. (5.12)

5.4 m hat nur einen Primfaktor, oder m = 459

Für die Rechnungen in diesem Abschnitt benötigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3. Es sei P ∈ Q[X], K ein quadratischer Zahlkörper. Wenn P
einen irreduziblen Teiler R ∈ K[X] mit deg(R) = r hat, dann hat P einen
über Q irreduziblen Teiler vom Grad r oder 2r.

Beweis. Es sei K = Q(
√

d). Wir schreiben P = R · R′, mit R′ ∈ K[X].
Wenn R ∈ Q[X] ist, so ist R bereits der gesuchte Teiler, er ist irreduzibel
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vom Grad r. Falls jedoch R 6∈ Q[X] ist, also Koeffizienten aus Q(
√

d)\Q
besitzt, betrachten wir den nichttrivialen Automorphismus σ von K, er ist
gegeben durch √

d 7→ −
√

d σ|Q = id.

Dieser Automorphismus setzt sich auf K[X] fort durch Operation auf den
Koeffizienten. Es gilt: P = σ(P ) = σ(R · R′) = σ(R)σ(R′). Wir sehen, dass
auch σ(R) ein Teiler von P über K ist. Nun betrachten wir das Polynom
S := Rσ(R). Dann gilt:

σ(S) = σ(Rσ(R)) = σ(R)R = S,

daher ist S ∈ Q[X]. Das Polynom S ist irreduzibel über Q, denn wenn es
über Q in zwei Faktoren zerfallen würde, so müsste es auch über K in diese
zwei Faktoren zerfallen. Über K hat S aber nur die beiden Faktoren R und
σ(R), die sind nicht in Q[X]. Daher ist S irreduzibler Teiler von P vom Grad
2r.

Wir betrachten nun den irreduziblen Teiler g von f , der das Minimalpolynom
von y ist, und zwar sei g das Minimalpolynom von y über M = Q[

√
mn]

(und nicht über Mp = Qp[
√

mn]). Wir untersuchen seinen Grad und werden
damit weitere Möglichkeiten für m ausschließen. Es gilt g|f , sogar

g

∣∣∣∣
f

X − 1
, (5.13)

da f die Nullstelle 1 besitzt. Es gibt also ein h ∈ M [X] mit f = g · h über
M . Diese Beziehung gilt auch über Mp, und damit auch über OL. Modulo
π bekommen wir

g · h ≡ f ≡ (Xm1 − 1)pk ≡ (X − 1)pk · U.

Wegen p - m1 hat Xm1 − 1 lauter verschiedene Nullstellen, das Polynom U
hat 1 nicht als Nullstelle. Andererseits besitzt g, wie wir in Bemerkung 5.1
festgestellt haben, im günstigen Fall nur Nullstellen, die kongruent 1 mod π
sind. Wir schliessen daraus: g|(X − 1)pk

, wegen (5.13) auch g|(X − 1)pk−1,
damit: deg(g) ≤ pk − 1.

• Im ersten Fall von Bemerkung 5.3 haben wir k = 1 und e = 2(p −
1)s. Alle Nullstellen xi von g haben die Form xi = 1 + aiπ

s = 1 +
aiπ

e/(2(p−1)). Das Polynom g hat daher die Form g =
∏deg(g)

i=1 (X− (1+
aiπ

e/(2(p−1)))). Wenn wir Y = X − 1 schreiben, ergibt sich für den
konstanten Term

deg(g)∏

i=1

aiπ
e

2(p−1) = π
e deg(g)
2(p−1)

deg(g)∏

i=1

ai. (5.14)
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Das muss aus Mp sein, das Minimalpolynom von π über Mp hat laut
Gleichung (3.12) und wegen e(Mp|Qp) = 2 den Grad e/2. Daher ist
deg(g) ≥ p− 1, und insgesamt gleich p− 1.

• Im zweiten Fall von Bemerkung 5.3, p = 3, k = 2, e = 8s gilt:
e(Mp|Qp) = 1 wegen 32‖m, daher ist deg(g) ≥ 8 = pk − 1, insgesamt
wieder: deg(g) = pk − 1 = 8.

• Im dritten Fall von Bemerkung 5.3 ist e(Mp|Qp) = 2, und deg(g) ≥ 8,
es bleiben die Fälle deg(g) = 8 oder deg(g) = 16.2

Wenn m nun mehrere Primteiler hat, so kann dies nur sein, wenn eine Kom-
bination des ersten und des dritten Falles vorliegt, da im Fall II deg(g) = 8
gilt, und dies mit deg(g) = p− 1 unverträglich ist. Zwei verschiedene Prim-
zahlen vom ersten Fall können auch nicht auftreten, da diese Primzahlen
den Grad von g festlegen. Es bleibt also nur der Fall deg(g) = 16, p = 17,
m = 33 · 17 = 459. Insgesamt ergeben sich die Fälle:

Bemerkung 5.4. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) günstig, kann m nur
eine der folgenden Formen haben, und für deg(g) gilt:

m = p = 2u + 1, p prim, deg(g) = p− 1;
m = 9, deg(g) = 8;
m = 27, deg(g) = 8 oder 16;
m = 459 = 17 · 27, deg(g) = 16.

Im Fall p = 2u + 1 ist f/(X − 1) irreduzibel, und nach Lemma 3 auch P .

5.5 Einschränkungen für n

Nun untersuchen wir, welche Bedingungen n erfüllen muss, damit der zu-
gehörige Mond quadrierbar sein kann. Wir schreiben n = tk1n1, tk1‖n, t
prim, k1 ≥ 1. Dies lässt den Fall n = 1 unberücksichtigt.
Wir betrachten den Körper Mt := Qt[

√
mn], darüber das Polynom

f = (Xm − 1)−
√

m

n
(Xn − 1)X

m−n
2

2Tschebotarew schreibt in seinem Artikel:

Ist aber p = 3, k = 3, so kann man aus der Figur 2 ablesen, dass die [. . . ]
Wurzeln einen 8-gliedrigen und zwei 9-gliedrige Zyklen bilden.

Er schliesst so den Fall deg(g) = 16 und damit m = 459 mithilfe eines Bildes aus, dessen
Bedeutung mir aber leider nicht klar ist. Diese Stelle war die einzige im Artikel von
Tschebotarew, wo nicht nur der Rechenweg unklar geblieben ist, sondern auch das Ergebnis
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wie in (5.2), die Nullstelle y, den Zerfällungskörper Lt := Mt[ζt, τ ]. Wir
schreiben et := e(Lt|Qt), und normieren die Bewertung vτ so, dass vτ (n) =
et = vτ (τ et) gilt. Wie vorher in Abschnitt (5.1) erweitern wir Lt, sodass Lt

auch n1-te Einheitswurzeln enthält.
Wenn wir hier das Newtonpolygon von f wie in Abschnitt 3.5 bezüglich t
betrachten, erhalten wir folgendes Bild:

-

6

Q
Q
Q
Q
Q
Q �

�
�
�
�
�

q

q q

q
(0, 0)

(m−n
2 ,−k1

2 ) (m+n
2 ,−k1

2 )

(m, 0)

Wir sehen, dass nach dem Satz 16 f genau n Nullstellen y mit vτ (y) = 0
hat – da ist auch die triviale Nullstelle y = 1 dabei, – und jeweils (m−n)/2
mit Bewertung

vτ (y) = ±et
k1/2

(m− n)/2
= ±et

k1

m− n
.

Wenn das Minimalpolynom g eine Nullstelle x mit vτ (x) 6= 0 hat, können wir
Korollar 3 anwenden, welches besagte: Wenn im Newtonpolygon die Stei-
gung m = a/b, a, b ∈ Z teilerfremd, auftritt, so gilt b teilt e. In diesem Fall
darf (m− n) daher nur ungerade Teiler haben, die auch in k1 vorkommen.3

5.5.1 Der Fall vτ (x) = 0

Falls g eine Nullstelle x mit vτ (x) = 0 hat, setzen wir x an als x = εt +AτS .
Anstatt f betrachten wir hier

f̃ := τvτ (
√

n) · f = τ vτ (
√

n)(Xm − 1)− τ vτ (
√

n).

√
m

n
(Xn − 1)X

m−n
2 , (5.15)

Dieses Polynom über OLt reduzieren wir nun modulo τ .

f̃ ≡ (Xn − 1)X
m−n

2 ≡ (Xn1 − 1)tk1
X

m−n
2

3Die hier folgenden Rechnungen bis ans Ende des Kapitels finden sich fast alle auch im
Artikel von Tschebotarew. Allerdings nicht explizit, und auch nicht in einer systematischen
Form. Er untersucht die möglichen Fälle anhand der verschiedenen m. Anhand welcher
Kriterien er die Fälle sortiert, ist nicht offensichtlich. Auch die Tatsache, dass er keinen Fall
übersehen hat, erforderte ein tiefgehendes Studium des Artikels, und ich war mir eigentlich
erst im Nachhinein sicher, dass nichts fehlt. Wann immer er ein Ergebnis bezüglich n
braucht, schreibt er es hin, aber meist ohne nähere Erklärung, woher das Ergebnis kommt.
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Wenn wir wie in Abschnitt (5.2) x einsetzen, erhalten wir xn1 = εn1
t = 1

und damit wieder εn
t = 1.

Nun setzen wir x in
√

nf ein, und erhalten:

0 =
√

n(εm
t + mεm−1

t AτS + · · · − 1)+ (5.16)
√

m(εn
t + nεn−1

t AτS + · · ·+
(

n

ti

)
εn−ti

t AtitSti + · · · − 1)(ε
m−n

2
t + . . . ).

Wir suchen wieder die minimalen Exponenten von τ , aus dem rechten Term
erhalten wir eine Liste von möglichen minimalen Exponenten, ähnlich zu
(5.7):

k1et + S, (k1 − 1)et + tS, . . . , (k1 − l) + tlS, . . . , tk1S. (5.17)

Falls hier zwei Exponenten minimal sind, ergibt sich wie oben, dass der Fall
ungünstig ist. Genauso können wir den Fall εm

t 6= 1 ausschliessen. Es gilt
daher wie in Abschnitt (5.2):

Bemerkung 5.5. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) günstig, tk1‖n gilt:
Falls g eine Nullstelle x = εt + AτS mit vτ (x) = 0 hat, ist ε = 1, und für t
gibt es folgende drei Möglichkeiten:

t = 2u′ + 1 prim, k1 = 1, e = 2u′S;
t = 3, k1 = 2, e = 8S;
t = 3, k1 = 3, e = 16S.

Diese Bedingungen an n nennen wir schwache Bedingungen für n.

Um zu einer stärkeren Bedingung für n zu kommen, brauchen wir folgendes
Lemma:

Lemma 4. Es sei L eine endliche Körpererweiterung von Qp, mit Ganz-
heitsring OL, Primideal pL und primitivem Element π. Es sei f ∈ L[X] von
der Form f = f1 + 1

πk f2, mit k > 0 und f1, f2 ∈ OL[X] normiert. Wenn es
ein normiertes Polynom g ∈ OL[X] mit g|f über L[X] gibt, dann gilt über
OL/pL:

g|f2.

Beweis: Es gilt: f = gh in L[X], für ein geeignetes h. Wenn wir diese Glei-
chung mit πk multiplizieren, erhalten wir πkf = πkf1 + f2 = ghπk. Dabei
sind πkf und g ∈ OL[X], daher ist auch πkh ∈ OL[X]. Wenn wir modulo π
reduzieren erhalten wir

f2 = gπkh, und damit g|f2 über OL/pL.
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• Wenn g nur Nullstellen mit vτ (x) = 0 hat4, so sind alle diese x ∈
OL, und damit ist das Minimalpolynom g ein normiertes Polynom
in OL[X]. In dieser Situation können wir das Lemma anwenden, und
zwar mit f1 = Xm − 1 und f2 = (Xn − 1)X(m−n)/2. Wir erhalten
g|(Xn − 1)X(m−n)/2. Nach Bemerkung 5.5 hat g nur Nullstellen mit
ε = 1, also gilt sogar g|(Xn − 1), über OL/pL gilt:

Xn − 1 = Xtk1n1 − 1 = (Xn1 − 1)tk1 = (X − 1)tk1
U,

wobei U wieder nicht 1 als Nullstelle hat, und es gilt: deg(g) ≤ tk1−1,
das −1 kommt wieder von der trivialen Nullstelle von f . Genau wie in
Abschnitt 5.4 erhalten wir gemeinsam mit der schwachen Bedingung
für n:

Bemerkung 5.6. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) günstig, tk1‖n
gilt: Wenn g nur Nullstellen mit vτ (x) = 0 hat, gelten folgende Bedin-
gungen für t und den Grad von g:

t = 2u′ + 1 prim, k1 = 1, deg(g) = 2u′ ;
t = 3, k1 = 2, deg(g) = 8;
t = 3, k1 = 3, deg(g) = 8 oder 16.

Diese Bedingungen an n nennen wir die starken Bedingungen für n.

Dies starken Bedingungen müssen erfüllt sein, wenn g nur Nullstellen
mit Bewertung 0 hat. Dies ist der Fall, wenn (m−n) ungerade Faktoren
hat, die nicht auch in k1 vorkommen.
Wenn m = 27 ist, haben wir laut Bemerkung 5.4 deg(g) = 8 oder 16,
daher erfüllt nur n = 17 die starke Bedingung, n = 5 scheidet aus. Ein
n mit 3|n ist nicht teilerfremd zu 27.
Im Fall m = 459 erfüllt keine teilerfremde Zahl die starke Bedingung
für n.

• Wenn g sowohl Nullstellen mit Bewertung 0 als auch mit Bewertung 6=
0 hat, muss n die schwache Bedingung von Bemerkung 5.5 erfüllen, und
(m−n) darf nur ungerade Faktoren haben, die auch in k1 vorkommen.
Dass beide Arten von Nullstellen auftreten, ist sicher der Fall bei m = 9
und bei m = 2u + 1 prim, n 6= 1, denn hier ist nach Bemerkung

4Diese Untersuchung, nach den Bewertungen der Nullstellen, hat Tschebotarew nicht
oder zumindest nicht explizit gemacht. Das machte es schwierig, einzusehen, ob seine
Argumentation vollständig ist.
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5.4 das Polynom f irreduzibel. Im Fall m = 9 bleiben nur mehr die
Fälle n = 5 und n = 1 zu untersuchen, da 7 die schwache Bedingung
nicht erfüllt, und 3 nicht teilerfremd zu 9 ist. Zur Untersuchung der
möglichen günstigen n im Fall m = 2u + 1 prim stellen wir zuerst
fest, dass n nicht aus mehreren Primfaktoren bestehen kann. Wegen
der schwachen Bedingungen für n von Bemerkung 5.5 hat n höchstens
einen Primteiler, der n mehr als einmal teilt, nämlich 3. Wäre nun
n = t · r, (t, r) = 1, t prim, r > 1, so multiplizieren wir das Polynom
f mit einer geeigneten Potenz von τd = η, sodass w := η

√
(m/n)

Bewertung 0 hat. Modulo τ bekommen wir dann

ηf ≡ w(Xn − 1)X
m−n

2 ≡ w(Xr − 1)tX
m−n

2 .

Wie in Abschnitt 5.4 schließen wir, dass Xr − 1 lauter verschiedene
Nullstellen hat, und erhalten

ηf ≡ (X − 1)tUX
m−n

2 mod τ, (5.18)

wobei U nicht die Nullstelle 1 besitzt. Hier hätte f dann Nullstellen,
die weder ε = 1 entsprechen, noch Bewertung 0 haben, daher kann der
Fall nicht günstig sein. Wir untersuchen nun die Fälle, in denen n nur
einen Primteiler besitzt:

– n = 2u′ +1 prim. Es ist k1 = 1, daher muss m−n = 2u−2u′ eine
Zweierpotenz sein, das geht nur im Fall u = u′+1. Da aber m und
n Primzahlen sind, sind u und u′ selbst schon Zweierpotenzen,
also muss gelten: u′ = 1, u = 2, und

m = 5 und n = 3. (5.19)

Dies ist einer der günstigen Fälle.

– n = 9 = 23 + 1. Hier ist k1 = 2, wieder muss m− n eine Zweier-
potenz sein, 2u − 23 = 23(2u−3 − 1), damit u− 3 = 1, also u = 4
und m = 17.

– n = 27. Hier kann entweder m − n eine Zweierpotenz sein, oder
(m− n)/3. Im einen Fall wäre 2u + 1− 27 = 2u′ , und 2u − 2u′ =
2u′(2u−u′ − 1) = 26, damit u′ = 1, m = 29, das ist keine Fermat-
sche Primzahl. Im anderen Fall ergibt eine ähnliche Rechnung
2u′(2u−u′ − 3) = 26, wieder u′ = 1 und m = 33, das ist nicht
einmal prim.

Insgesamt bleiben uns für m = 2u +1 nur die Fälle n = 1 und m = 17,
n = 9.

• Wenn g nur Nullstellen x mit vτ (x) = ±(m−n)/k hat, so ist deg(g) ≤
m− n, denn f hat nur m− n Nullstellen mit Bewertung 6= 0.

45



Im Fall m = 27 ist deg(g) = 8 oder 16, also n ≤ m − 8. Es bleiben
die Fälle n = 11 und n = 19 zu untersuchen. Die Werte n = 23 und
n = 25 erfüllen zwar die Bedingung, dass m − n eine Zweierpotenz
ist, allerdings nicht die schwache Bedingung für n von Bemerkung 5.5.
Daher können diese beiden Fälle nicht günstig sein.
Im Fall m = 459 ist deg(g) = 16, damit muss n ≤ m − 16 sein, es
bleiben die Fälle n ∈ {203, 331, 395, 427, 433}. Die Fälle n = 451 und
n = 455 erfüllen wieder die schwache Bedingung für n nicht.

5.6 Die Erledigung der restlichen Fälle

5.6.1 m = p = 2u + 1, n = 1

Jetzt betrachten wir das Polynom T von Gleichung (5.1) über Z/2Z. Wir
erhalten:

n(Xm − 1)2 −m(Xn − 1)2Xm−n ≡ (Xm + 1)2 + (Xn + 1)2Xm−n ≡
≡ [Xm + 1 + (Xn + 1)X

m−n
2 ]2 ≡ [Xm + X

m+n
2 + X

m−n
2 + 1]2 ≡

≡ [(X
m+n

2 + 1)(X
m−n

2 + 1)]2 mod 2. (5.20)

Im Fall m = p = 2u + 1, n = 1 ist das Polynom f/(X − 1) von Gleichung
(5.2) nach Bemerkung 5.4 irreduzibel, und nach Lemma 3 auch das Tscha-
kaloffpolynom. Daher können wir Satz 13 anwenden, der lautete: Wenn ein
irreduzibles, normiertes Polynom modulo einer Primzahl einen irreduziblen
Faktor vom Grad u hat, so teilt u die Ordnung der Galoisgruppe. Das Tscha-
kaloffpolynom und auch das Polynom T müssen also modulo jeder Primzahl
in irreduzible Faktoren zerfallen, deren Grade Zweierpotenzen sind. Modulo
2 erhalten wir:

T ≡ [(X
p+1
2 + 1)(X

p−1
2 + 1)]2. (5.21)

Der Fall
m = 3, n = 1 (5.22)

liefert einen quadrierbaren Mond.
Sei nun m > 3. Wir betrachten das Polynom ϕ := X

p+1
2 +1 ∈ F2[X]. Wegen

p = 2u+1, u = 2l > 1, ist (p+1)/2 ≡ 1 mod 2, und ϕ′ = p+1
2 X

p−1
2 = X

p−1
2 ,

daher hat ϕ keine mehrfachen Nullstellen. Wir untersuchen nun die Grade
der irreduziblen Teiler von ϕ, dazu verwenden wir folgendes Lemma:

Lemma 5. Sei χ ∈ F2[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad d. Dann gilt:
χ|X2d −X über F2[X], und χ - X2d′ −X mit d′ < d.

Beweis. Es sei z eine Nullstelle von χ. Die von z erzeugte Körpererweiterung
von F2 hat 2d Elemente. Daher gilt: z2d

= z für alle Elemente von F2[z],
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und somit χ|X2d −X. Würde χ auch ein Polynom der Form X2d′ −X mit
d′ < d teilen, so wäre ord(z) < 2d′ , und somit z kein erzeugendes Element
von F2d .

Es zerfalle ϕ in verschiedene Polynome ψi ∈ F2[X], die jeweils als Grad
eine Zweierpotenz di haben, das bedeutet: ψi|X2di − X. Wir bezeichnen
mit d das Maximum der di. Da alle di Zweierpotenzen sind, ist d auch
das kleinste gemeinsame Vielfache der di. Es gilt: ϕ|X2d − X, und ϕ teilt
kein Polynom vom selben Typ mit kleinerem Exponenten. Wir haben somit:
ϕ = X2u−1+1 + 1 = X2u−1+1 − 1|X(X2d−1 − 1) über Fp, also ϕ|X2d−1 − 1,
sowohl u als auch d sind Zweierpotenzen. Damit diese Teilbarkeit bestehen
kann, muss gelten: 2u−1 + 1|2d − 1 in Z. Es gilt: 2u−1 + 1|22(u−1) − 1. Da d
minimal war, gilt: d ≤ 2(u− 1). Andererseits ist natürlich d > u− 1. Wäre
d = (u− 1) + r, r < u− 1, so hätten wir:

2u−1 + 1 | 2(u−1)+r − 1 = 2u−12r − 1 = (2u−1 + 1− 1)2r − 1 =
(2u−1 + 1)2r − 2r − 1,

damit 2u−1 + 1|2r + 1, das ist unmöglich wegen r < u − 1. Somit gilt:
d = 2(u−1). Da d und u Zweierpotenzen sind, muss u = 2 und d = 4 gelten,
wir erhalten den Fall

m = 5, n = 1. (5.23)

Auch das liefert einen quadrierbaren Mond. Alle anderen Fälle m = p =
2u + 1 prim, n = 1 sind ungünstig.

5.6.2 m = 9, n = 1

Hier zerfällt das Tschakaloffpolynom über Q in zwei irreduzible Faktoren,
nämlich

x8 + x7 + x6 + x5 + (1± 3)x4 + x3 + x2 + x + 1.

Der Faktor mit dem Summanden (1 − 3)x4 hat eine Galoisgruppe mit der
Ordnung 384, der mit dem Summanden (1 + 3)x4 eine mit Ordnung 128.
Wir substituieren hier z := x + 1/x, das bedeutet (wenn wir uns an die
Ersetzungen vom Anfang des Kapitels erinnern) z = 2 cos(2γ), wobei γ eine
reelle Zahl war. Wir erhalten die Gleichung

z4 + z3 − 3z2 − 2z + 4,

diese hat nur komplexe Nullstellen, daher beschreibt diese Gleichung keinen
Cosinus eines Winkels, und der Gleichung entspricht kein Mond.
Ab hier habe ich MAPLE bemüht, um das Tschakaloffpolynom modulo einer
geeigneten Primzahl in irreduzible Faktoren zu zerlegen.
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5.6.3 m = 9, n = 5

Das Tschakaloffpolynom ist nach Bemerkung 5.4 und dem Lemma 3 irredu-
zibel, daher auch über Q, und modulo 7 zerfällt es in je 2 Polynome vom
Grad 2 und 6, also ist der zugehörige Mond nicht quadrierbar.

5.6.4 m = 17, n = 9

Hier ist wie im vorigen Fall das Tschakaloffpolynom irreduzibel. Modulo 5
zerfällt es in ein Polynom vom Grad 12 und in 2 vom Grad 10. Daher ist
auch dieser Fall ungünstig.

5.6.5 Die restlichen Fälle

Im Fall m = 27 müsste f einen irreduziblen Teiler vom Grad 8 oder 16
haben, das Tschakaloffpolynom also einen Faktor vom Grad 8, 16 oder 32.
Als Kandidaten für n haben wir einerseits n = 17, dies erfüllt die starke
Bedingung für n von Bemerkung 5.5, und andererseits sind n = 11 oder
n = 19 möglich, wie wir am Ende von Abschnitt 5.5 berechnet haben. Auch
der Fall n = 1 wurde noch nicht untersucht. Im Fall m = 459 müsste das
Tschakaloffpolynom einen Teiler vom Grad 16 oder 32 haben, da deg(g) = 16
errechnet wurde, als Kandidaten für n haben wir nur die am Ende von
Abschnitt 5.5 gefundenen, und n = 1.
Es bietet sich an, die Ergebnisse der Rechnungen in Form einer Tabelle zu
präsentieren. In die Spalten tragen wir die Werte m, n und den berechneten
Grad des Minimalpolynoms g ein, dann eine geeignete Primzahl, modulo der
das Polynom P in Primfaktoren zerfällt, aus denen sich kein Polynom des
Grades von g zusammensetzen lässt. In die letzte Spalte schreiben wir die
Grade der irreduziblen Faktoren von P modulo p. Die Tabellen sehen dann
so aus:

m n deg(g) p P zerfällt in Polynome der Grade:
27 1 8 oder 16 5 6, 6, 40
. . . . . . . . . . . . . . .

Der Übersichtlichkeit halber habe ich die Tabellen in den Anhang verfrach-
tet. Die für den Fall mn ungerade steht auf Seite 68. In keinem der Fälle
ist ein Teiler vom gewünschten Grad möglich, es gibt daher im Falle m und
n ungerade nur die drei günstigen Fälle (5.19), (5.22) und (5.23), mit den
zugehörigen Werten

m = 5, n = 3;
m = 3, n = 1;
m = 5, n = 1.

(5.24)
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Kapitel 6

Der Fall m ungerade, n
gerade

Die Fälle, in denen mn gerade ist, wurden von Anatolij Dorodnow im Jahr
1947 in [4] behandelt. Die Arbeit zitiert die Ergebnisse von Nikolaj Tsche-
botarow, dann folgen zwei Listen von Fällen. Die Liste für den Fall n gerade
wird abgearbeitet, die für den Fall m gerade umfasst 80 Paare (m,n). Wo-
her diese Paare kommen, warum gerade diese Paare quadrierbare Monde
charakterisieren können, und warum sie es dann doch nicht tun, ist nicht
genauer erklärt. Eigentlich war nicht viel Neues in dieser Arbeit zu finden,
das wesentlichste Ergebnis ist vielleicht das von Bemerkung 7.3, welches aber
auch bereits aus den Ergebnissen von Tschebotarew folgt.

6.1 Ein neues Polynom für mn gerade

Im Fall mn ungerade haben wir in 5.1 das Polynom

T := T (m,n) = n(Xm − 1)2 −m(Xn − 1)2Xm−n (6.1)

betrachtet, welches über Q[
√

mn] in zwei gut zu behandelnde Polynome
zerfallen ist. Hier ist aber m − n eine ungerade Zahl, das Polynom zerfällt
nicht mehr so. Um trotzdem ähnlich rechnen zu können, ersetzen wir in T
die Variable X durch X2. Wenn wir uns an Abschnitt 3.1 erinnern, bedeutet
das, dass nicht e2iγ Nullstelle des Polynoms ist, sondern eiγ . Dann erhalten
wir folgendes Polynom, wir nennen es Q:

Q := Q(m, n) := n(X2m − 1)2 −m(X2n − 1)2X2m−2n. (6.2)

Wenn wir das Polynom ohne die zwei Doppelnullstellen ±1 betrachten, er-
halten wir

R := R(m,n) := n

(
X2m − 1
X2 − 1

)2

−m

(
X2n − 1
X2 − 1

)2

X2m−2n.
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Q zerfällt in zwei Polynome, wir betrachten

fQ := X2m − 1−
√

m

n
(X2n − 1)Xm−n. (6.3)

Im Interesse der Verständlichkeit der Parallelen der Rechnungen überneh-
men wir alle Bezeichnungen aus dem Kapitel 5.

6.2 Primfaktoren von m

Nun betrachten wir den Fall, dass m ungerade ist, und n gerade. Es sei
m = pkm1 wie im vorigen Kapitel, p prim, pk‖m und Mp := Qp[

√
mn]). Wir

können genau die selbe Rechnung wie im Abschnitt 5.2 durchführen, und
erhalten als Ergebnis:

Bemerkung 6.1. Ist n gerade und der Fall (m,n) günstig, gilt für den
Verzweigungsindex e := e(L|Qp):

e =
2s(pl − 1)

2l − k
, k ≥ l > k/2.

Im vorigen Kapitel hatten wir die Nullstelle von fQ mit y = ε+aπs angesetzt,
und in Gleichung (5.8) aus εm = εn = 1 auf ε = 1 geschlossen. Hier haben
wir ε2m = ε2n = 1, daraus folgt

ε2 = 1, (6.4)

das bedeutet:

Bemerkung 6.2. Ist n gerade und der Fall (m,n) günstig, gilt für die
Nullstellen y von f : y = ±1 + aπs.

Wir erhalten für die Primfaktoren von m dieselbe Liste wie in Bemerkung
5.3. Es gilt daher folgende Bemerkung:

Bemerkung 6.3. Ist n gerade und der Fall (m,n) günstig, bestehen für
Primteiler von m mit pk‖m und den Verzweigungsindex e folgende Möglich-
keiten:

p = 2u + 1; k = 1; e = 2us;
p = 3, k = 2, e = 8s;
p = 3, k = 3, e = 16s.
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Wir betrachten eine Nullstelle y von Q, und das Minimalpolynom g von y
über Q[

√
mn]. Hier gilt g|fQ/(X2−1), da fQ die trivialen Nullstellen +1 und

-1 besitzt. Wir schreiben wie in Abschnitt 5.4: fQ = gh in Mp[X], betrachten
das als Relation über OL, und modulo π ergibt sich:

fQ ≡ (X2m1 − 1)pk ≡ (X + 1)pk
(X − 1)pk

U.

Da die Nullstellen von g den Werten ±1 entsprechen, haben wir:

deg(g) ≤ 2pk − 2 = 2(pk − 1),

anstatt deg(g) ≤ pk − 1 im Abschnitt 5.4.

• Im Fall k = 1, p = 2u + 1 gilt e = 2(p − 1)s. Wieder ist deg(g) ≥
p − 1. Hier bleiben zwei Möglichkeiten für den Grad von g, nämlich
2u und 2u+1. Es kann daher m auch zwei verschiedene Primfaktoren
haben, 2u + 1 und 2u+1 + 1. Allerdings müssen sowohl u als auch
u+1 Zweierpotenzen sein, das ist nur der Fall, wenn u = 1 und damit
m = 3 · 5 = 15 ist. Es bleiben die Fälle

– m = 15, deg(g) = 4

– m = 2u + 1, prim, deg(g) = 2u oder deg(g) = 2u+1.

• Im Fall p = 3, k = 2 gilt e = 8s, 8 ≤ deg(g) ≤ 2(32 − 1) = 16, also
deg(g) = 8 oder deg(g) = 16. Das ergibt die Fälle

– m = 9, deg(g) = 8 oder deg(g) = 16.

– m = 9 · 5 = 45, deg(g) = 8

– m = 9 · 17 = 153, deg(g) = 16

• Im Fall p = 3, k = 3 ist e = 16s, 8 ≤ deg(g) ≤ 2(27 − 1) = 54, es
bleiben die drei Möglichkeiten 8, 16 und 32 für den Grad von g. Für
m bleiben die Fälle

– m = 27, deg(g) = 8 oder deg(g) = 16 oder deg(g) = 32

– m = 27 · 5 = 135, deg(g) = 8

– m = 27 · 17 = 459, deg(g) = 16 oder deg(g) = 32

Insgesamt ergibt sich:
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Bemerkung 6.4. Ist n gerade und der Fall (m,n) günstig, muss m aus
folgender Liste sein:

m = 2u + 1 prim, deg(g) = 2u oder 2u+1;
m = 9, deg(g) = 8 oder 16;
m = 15, deg(g) = 4;
m = 27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32;
m = 9 · 5 = 45, deg(g) = 8;
m = 27 · 5 = 135, deg(g) = 8;
m = 9 · 17 = 153, deg(g) = 16;
m = 27 · 17 = 459, deg(g) = 16 oder 32.

6.3 Der Fall n 6= 2λ

Wir betrachten gesondert die Fälle, in denen n eine eine Zweierpotenz ist
oder nicht. In diesem Abschnitt habe n einen ungeraden Primfaktor t mit
tk1‖n, k1 > 1, n = tk1n1. Der Fall n = 1 kann nicht auftreten, da n gerade ist.
Wir betrachten wie in Abschnitt 5.5 das Newton-Polygon von fQ bezüglich
t und erhalten:

-

6

Q
Q
Q
Q
QQ �

�
�
�
��

q

q q

q
(0, 0)

(m− n,−k1
2 ) (m + n,−k1

2 )

(2m, 0)

Das ergibt nach dem Satz 16 je m−n Nullstellen mit Bewertung ±k1/2(m−
n), und 2n Nullstellen mit Bewertung 0, hier sind auch die trivialen Null-
stellen ±1 dabei.
Falls g eine Nullstelle x mit Bewertung vτ (x) = 0 hat, so hat x die Form
x = εt + AτS . Mit den selben Rechnungen wie in Abschnitt 5.5 erhalten
wir: ε2 = 1, und es ergeben sich wieder die schwachen Bedingungen für n
beziehungsweise für den ungeraden Teiler t von n:

Bemerkung 6.5. Ist n gerade und der Fall (m,n) günstig, gilt: Falls g eine
Nullstelle mit Bewertung 0 hat, muss jeder ungerade Primteiler t von n mit
tk1‖n aus folgender Liste sein:

t = 2u′ + 1 prim, kt = 1, e = 2u′S;
t = 3, kt = 2, e = 8S;
t = 3, kt = 3, e = 16S.
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Analog zur Rechnung vor Bemerkung 5.6 können wir auch folgende starke
Bedingungen für n berechnen:

Bemerkung 6.6. Ist n gerade und der Fall (m,n) günstig, gilt: Wenn alle
Nullstellen von g die Bewertung 0 haben, so muss jeder ungerade Primteiler
t von n mit tk1‖n aus folgender Liste sein:

t = 2u′ + 1 prim, k1 = 1, deg(g) = 2u′ oder 2u′+1;
t = 3, k1 = 2, deg(g) = 8 oder 16;
t = 3, k1 = 3, deg(g) = 8 oder 16 oder 32.

Weiters ist m−n ungerade. Wenn Nullstellen mit Bewertung 6= 0 auftreten,
muss laut Korrollar 3 m − n ein Teiler von k1 sein. Untersuchen wir nun,
welche Paare (m,n) im Fall m ungerade, n gerade mit ungeradem Primfaktor
auftreten können. Arbeiten wir die Liste von Bemerkung 6.4 ab:

• m = 2u +1, prim, deg(g) = 2u oder 2u+1: Den Fall n = 2u = m−1 be-
handeln wir im nächsten Abschnitt. Falls (m−n)|k1 gilt, ist m−n ≤ k1,
und wegen pk1 |n < m ist k1 < u. Es gibt allerdings nur 2(m−n) Null-
stellen mit Bewertung ungleich 0, und der Grad des Minimalpolynoms
g ist größer als 2(m − n). Daher müssen auch Nullstellen mit Bewer-
tung 0 auftreten, und die schwache Bedingung von Bemerkung 6.5 für
n erfüllt sein. Dies bedeutet, dass k1 ≤ 3 ist, und daher auch m−n ≤ 3
gelten muss. Im Fall n = m− 2 ist n ungerade, und im Fall n = m− 3
gibt es keine n, die die schwache Bedingung erfüllen.

• m = 9, deg(g) = 8 oder 16: Hier gibt es überhaupt keine kleineren,
geraden, zu m teilerfremden Zahlen mit einem ungeraden Primfaktor.

• m = 15, deg(g) = 4: Hier ist 14 die einzige Zahl, die kleiner, gerade
mit ungeradem Primfaktor und zu m teilerfremd ist. Wegen deg(g) = 4
und m − 14 = 1 gibt es Nullstellen mit Bewertung 0, aber 14 erfüllt
die schwache Bedingung für n nicht.

• m = 27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32: 26 erfüllt die schwache Bedin-
gung nicht, die starke Bedingung fordert 5|n oder 17|n. Es bleibt zu
untersuchen: n = 10, deg(g) = 8 und n = 20, deg(g) = 8. 17|n kann
wegen 34 > 27 nicht auftreten.

• m = 45, deg(g) = 8: 44 erfüllt die schwache Bedingung nicht, die
starke würde 3|n oder 5|n fordern, das ist nicht teilerfremd zu m.

• m = 135, deg(g) = 8: 134 = 2 · 67 erfüllt die schwache Bedingung
nicht, die starke würde 3|n oder 5|n fordern, das ist nicht teilerfremd
zu m.
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• m = 153, deg(g) = 16: 152 = 8 · 19 erfüllt die schwache Bedingung
nicht, die starke würde 3|n oder 17|n fordern, das ist nicht teilerfremd
zu m.

• m = 459, deg(g) = 16 oder 32: 458 = 2 · 229 erfüllt die schwache
Bedingung nicht, die starke würde 3|n oder 17|n fordern, das ist nicht
teilerfremd zu m.

6.3.1 Die zwei möglichen Fälle

Im vorigen Abschnitt haben wir nur zwei Paare (m,n) gefunden, die mögli-
cherweise einem quadrierbaren Mond entsprechen, nämlich die Paare (27, 10)
und (27, 20). In beiden Fällen müßte das Polynom R einen Teiler vom Grad
8 besitzen.

• n = 10: Modulo 19 zerfällt das Polynom R in zwei Faktoren vom Grad
52.

• n = 20: Modulo 23 zerfällt das Polynom R in je zwei Faktoren der
Grade 2 und 50.

In beiden Fällen kann also kein Teiler vom Grad 8 auftreten, die Fälle sind
ungünstig.

6.4 Der Fall n = 2λ

Für die m aus der Liste von Bemerkung 6.4, m 6= 2u + 1 werden wir wieder
KANT, [11] bemühen. Für m = 2u + 1, n = 2λ erhalten wir folgendes
Newton-Polygon für fQ bezüglich 2:

-
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Weiters wissen wir, dass der Grad des Minimalpolynomes g gleich 2u oder
2u+1 ist. Den Fall n = m−1 untersuchen wir im nächsten Abschnitt. Anson-
sten ist m−n ungerade, und wegen n ≤ (m−1)/2 folgt m−n ≥ (m−1)/2 >
λ. Damit wissen wir, dass (m − n)/λ keine Zweierpotenz ist, g hat daher
nur Nullstellen mit Bewertung 0. Von denen gibt es allerdings nur 2n Stück,
und da sind die trivialen ±1 auch dabei. Es muss also gelten:

2u ≤ deg(g) ≤ 2n− 2 = 2λ+1 − 2,

aber das ist wegen u > λ unmöglich.
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6.4.1 m = 2u + 1 prim, n = 2u

Hier wissen wir aus Bemerkung 6.4, dass das Polynom R entweder irreduzibel
sein muss, oder dass es einen irreduziblen Teiler vom Grad m−1 haben muss.
Dorodnow argumentiert folgendermassen: Analog zu unserer Rechnung in
Abschnitt 5.2 zur Gewinnung von Information über den Verzweigungsindex
hat bereits Tschebotarew die gleichen Berechnungen durchgeführt. Dorod-
now hat die Ergebnisse übernommen, allerdings hat Tschebotarew nicht
direkt den Verzweigungsindex e betrachtet, sondern den Bruch s/e, den er ρ
nennt. Darum stehen bei Tschebotarow und Dorodnow Brüche. Im Bereich
der Argumentation des Falles m = 2u + 1, n = 2u schreibt Dorodnow:

Aber unter ihnen [den auftretenden ρ = s/e] gibt es die Werte

ρ =
2i− λ

22(2i − 1)
, ρ = ± 1

2(m− n)
.

Der erste sagt aus, dass i = λ = 1 sein muss, und der zweite
verlangt, dass m− n=1. Endgültig haben wir

m = 3, n = 2.

Was bedeutet nun diese Aussage? Wenn wir das mit der Rechnung im
nächsten Kapitel, Aussage (7.10) vergleichen, sehen wir, dass wir dort eine
analoge Bedingung gefunden haben. Dort ist zwar m gerade und n ungerade,
aber auch im Fall m = 2u +1, n = 2u stimmt das Ergebnis, da es Nullstellen
mit Bewertung = 0 geben muss. Wir haben allerdings festgestellt, dass aus
der Bedingung (7.10) nur folgt, dass nicht ein Element aus der Liste (7.4)
und λ/2 minimal sein können, sondern eben zwei Elemente aus der Liste
(7.4). (Genau im Gegensatz zum Kapitel 5, wo p eine ungerade Primzahl
war, und eben nicht zwei Elemente aus der Liste minimal sein konnten.)
Es scheint mir daher nicht gerechtfertigt zu sein, einen Verzweigungsindex
der Form 22(2i−1)

2i−λ vorauszusetzen. Die Argumentation Dorodnows halte ich
nicht für stichhaltig. Es kann natürlich sein, dass auf der Hand liegt, warum
der Verzweigungsindex in dieser Form auftreten muss, aber in Anbetracht
dessen, dass sich auch echte Fehler in Dorodnows Arbeit finden, halte ich
einen Fehler auch hier für möglich. Daher scheint dieses Teilproblem noch
ungelöst.
Der Fall

m = 3, n = 2 (6.5)

liefert einen günstigen Mond. Im Fall m = 5, n = 4 hat das Polynom P eine
Galoisgruppe der Ordnung 384. Für die Fälle m = 17 und m = 257 zerlegen
wir das Polynom R und erhalten diese Tabelle:

m n deg(g) p R zerfällt in Polynome der Grade:
17 16 16 oder 32 7 viermal 2 und zweimal 28

257 256 256 oder 512 17 je zweimal 10, 18, 24 und 460
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Wenn hier R einen Teiler vom gewünschten Grad hätte, so hat die Galois-
gruppe nach Satz 13 einen ungeraden Teiler, die beiden Fälle sind also auch
nicht günstig. Der Fall m = 65537, n = m − 1, und alle anderen Fälle, wo
m eine Fermatsche Primzahl ist, bleiben unerledigt.

6.4.2 Die restlichen Fälle von Bemerkung 6.4

Hier zerlegen wir die jeweiligen Polynome R(m,n) modulo geeigneter Prim-
zahlen in irreduzible Polynome. Wir wissen, welchen Grad das Minimalpo-
lynom g haben muss, daher muss R nach Lemma 3 einen Teiler vom selben
oder doppelten Grad haben. Im Fall m = 9 ist deg(g) = 8 oder 16:

• n = 2: Dieses Polynom ist irreduzibel, und modulo 7 zerfällt das
Poynom R in je 2 Polynome vom Grad 2 und 14. Also teilt 7 die
Ordnung der Galoisgruppe, der Fall ist ungünstig.

• n = 4: Hier zerfällt R über Q in zwei Polynome vom Grad 16, beide
zerfallen aber modulo 11 in Polynome vom Grad 2, 4 und zweimal 5.

• n = 8: Auch dieses Polynom ist irreduzibel, und modulo 5 zerfällt das
Poynom R in je 2 Polynome vom Grad 2 und 14.

Für die restlichen Fälle machen wir wieder eine Tabelle, siehe Anhang, Seite
69. Alle Fälle sind nicht günstig.
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Kapitel 7

Der Fall m gerade, n
ungerade

Nun habe m die Form m = 2λm1. Im Fall, dass m einen ungeraden Prim-
faktor hat, greifen wir auf die Berechungen von Abschnitt 6.2 zurück, und
erhalten

Bemerkung 7.1. Ist m gerade, m keine Zweierpotenz, und der Fall (m,n)
günstig, so kann m nur folgendermassen ausschauen, und für den Grad von
g gilt:

m = 2λ · 9, deg(g) = 8 oder 16;
m = 2λ · 15, deg(g) = 4;
m = 2λ · 27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32;
m = 2λ · 9 · 5 = 2λ · 45, deg(g) = 8;
m = 2λ · 27 · 5 = 2λ · 135, deg(g) = 8;
m = 2λ · 9 · 17 = 2λ · 153, deg(g) = 16;
m = 2λ · 27 · 17 = 2λ · 459, deg(g) = 16 oder 32;
m = 2λ · (2u + 1), deg(g) = 2u oder 2u+1;

wobei 2u + 1 prim ist.

Um zu untersuchen, welche Einschränkungen für λ gelten, werden wir die
Rechnung, die wir in Abschnitt 5.2 für einen ungeraden Teiler von m durch-
geführt haben, um Informationen über e(L|Qp) zu erhalten, für die Zahl 2
durchführen. Wir untersuchen e := e(L|Q2), dazu betrachten wir das Poly-
nom fQ von Gleichung (6.3) über dem Körper M2 := Q2[

√
mn] und erhalten:

fQ := X2m − 1−
√

m

n
(X2n − 1)Xm−n. (7.1)
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Wieder sei y := ε+ aπs eine Nullstelle von fQ, π ein primitives Element des
Zerfällungskörpers L von fQ, und a und ε seien nicht aus dem Primideal pL.
Wir setzen y in fQ ein, reduzieren modulo π, und erhalten wie in Abschnitt
5.2:

εm1 = 1. (7.2)

Wir setzen wieder y in fQ ein, und untersuchen, bei welchen Summanden
der Exponent von π minimal werden kann:

0 = y2m − 1−
√

m

n
(y2n − 1)ym−n = (7.3)

=
(
(ε + aπs)2m − 1

)−
√

m

n

(
(ε + aπs)2n − 1

)
(ε + aπs)m−n.

Für den linken Teil erhalten wir analog zur Rechnung von 5.2, allerdings
mit λ + 1 anstatt k, folgende Liste für den minimalen Exponenten:

(λ + 1)e + s, . . . , (λ + 1− l)e + 2ls, . . . , 2λ+1s. (7.4)

Der rechte Teil schaut folgendermassen aus:
√

m
n

(
(ε + aπs)2n − 1

)
(ε + aπs)m−n = (7.5)

=
√

m
n (ε2n + 2nε2n−1aπs +

(
2n
2

)
ε2n−2a2π2s + · · · − 1)(ε + aπs)m−n.

Hier ist erst der Binomialkoeffizient
(
2n
2

)
teilerfremd zu 2. Dies ergibt fol-

gende Kandidaten für den minimalen Exponenten:

• Falls ε2n = 1: λe/2 + e + s oder λe/2 + 2s.

• Falls ε2n 6= 1: λe/2.

Untersuchen wir die möglichen auftretenden Fälle:

• Zwei Elemente aus der Liste (7.4) sind minimal:

(λ + 1− i)e + 2is = (λ + 1− (i + l))e + 2i+ls ⇔
⇔ e · l = 2i+ls− 2is = (2i+l − 2i)s = 2i(2l − 1)s.

(7.6)

Hier muss l = 1 gelten, denn wäre l > 1, so hätten wir:

(λ + 1− (i + l))e + 2i+ls < (λ + 1− (i + 1))e + 2i+1s ⇔
⇔ (2i+l − 2i)s < e(l − 1) = l−1

l (2i+l − 2i)s ⇔
⇔ l < l − 1,

(7.7)

das ist unmöglich. Es gilt daher e = 2is, i ≤ λ. Weiters wissen wir,
dass der Wert (λ + 1− i)e + 2is = (λ + 2− i)2is minimal ist, also

(λ + 2− i)2is < λe/2 + 2s, (7.8)
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das formen wir um:
λe
2 + 2s > (λ + 2− i)e ⇔

⇔ 2s > (λ
2 + 2− i)e ⇔

⇔ i > λ
2 + 2− 2s

e = λ
2 + 2− 1

2i−1 ⇔
⇔ i ≥ λ

2 + 2,

(7.9)

die Fälle i = 0 und i = 1 erfüllen die Gleichung (7.8) nicht. Insgesamt
ergibt der Fall die Bedingung: e = 2is, λ ≥ i ≥ λ/2 + 2.

• Ein Element aus der Liste (7.4) und λe/2 + e + s sind minimal, das
bedeutet insbesonders: e ≤ s. Aus der Bedingung: λe/2 + e + s =
(λ + 2− i)e + 2is folgt e = (2(2i − 1)s)/(2i− λ), das ist nicht kleiner
als s, der Fall kann nicht auftreten.

• Ein Element aus der Liste (7.4) und λe/2 + 2s sind minimal, dabei
muss e ≥ s gelten. Es gilt:

λe/2 + 2s = (λ + 1− i)e + 2is.

Der Fall i = 0 führt zu s = (λ/2+1)e, das widerspricht der Bedingung
e ≥ s, der Fall i = 1 ergibt λe/2 + 2s = λe + 2s, das kann auch nicht
sein. Es sei also 1 < i ≤ λ + 1. Wir berechnen:

λe
2 + 2s = (λ + 1− i)e + 2is ⇔

⇔ (i− 1− λ
2 )e = 2(2i−1 − 1)s [i− 1 = j] ⇔

⇔ (j − λ
2 )e = 2(2j − 1)s ⇔

⇔ e = 4(2j−1)s
2j−λ .

(7.10)

Hier muss j > λ/2 sein. Falls j = 1 ist, ist auch λ = 1, und e = 4.
Für grössere j ist 2j − 1 > 2j − λ, der Verzweigungsindex hat einen
ungeraden Faktor, und der Fall ist ungünstig.

• Ein Element aus der Liste (7.4) und λ/2 sind minimal. Dies bedeutet
insbesonders: ε2n 6= 1. Nach Gleichung (7.2) kann dieser Fall nur dann
eintreten, wenn m keine Zweierpotenz ist. Wir berechnen:

λe
2 = (λ + 1− i)e + 2is ⇔

⇔ (i− 1− λ
2 )e = 2is [i− 1 = j] ⇔

⇔ e = 4·2js
2j−λ .

(7.11)

Hier ist λ/2 ≤ j < λ + 1. Nun interessiert uns, wie groß e mindestens
sein muss. Wir bezeichnen den ungeraden Anteil von s mit σ. Wenn
wir 2j − λ = 2kσ annehmen, erhalten wir j = 2k−1σ + λ/2, und

v2(e) = v2(4
2js

2j − λ
) ≥ 2+ j− k = 2+2k−1σ +

λ

2
− k ≥ λ

2
+2, (7.12)

denn 2k−1 ≥ k für alle k ≥ 0.
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Insgesamt haben wir

Bemerkung 7.2. Ist m gerade, 2λ‖m, und der Fall (m,n) günstig, gilt:
e = 2is mit i ≥ λ/2 + 2, oder λ = 1, e = 4.

Wie in der Argumentation auf Seite 40 schliessen wir: Wenn e die Form
e = 2is hat, ist

deg(g) ≥ 2i/2. (7.13)

Nach Bemerkung 7.2 ist i ≥ λ/2 + 2, und damit können wir umformen:

Bemerkung 7.3. Ist m gerade, 2λ‖m, und der Fall (m,n) günstig, gilt:
λ ≤ 2(log2(deg(g))− 1).

Für deg(g) = 4 folgt λ ≤ 2, für deg(g) = 8 folgt λ ≤ 4, für deg(g) = 16 folgt
λ ≤ 6, für deg(g) = 32 folgt λ ≤ 8.

7.1 Der Fall n 6= 1

Im Fall n 6= 1 hat n einen ungeraden Primteiler t mit tk1‖n, und wir können
wie in Abschnitt 6.3 das Newtonpolygon bezüglich t betrachten, und erhal-
ten wieder die schwachen Bedingungen für n, wie in Bemerkung 5.5.

Bemerkung 7.4. Ist m gerade, n 6= 1 und der Fall (m,n) günstig, dann
gilt: Wenn g Nullstellen mit vt(x) = 0 hat, können wir wie in Abschnitt 6.3
x = εt + AτS schreiben, und es gibt für t und den Verzweigungsindex e nur
folgende Möglichkeiten:

t = 2u′ + 1 prim, k1 = 1 e = 2u′S;
t = 3 k1 = 2 e = 8S;
t = 3 k1 = 3 e = 16S.

Auch die starke Bedingung für n gilt wieder:

Bemerkung 7.5. Ist m gerade, n 6= 1 und der Fall (m,n) günstig, dann
gilt: Wenn g nur Nullstellen mit vt(x) = 0 hat, gibt es für t und deg(g)
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folgende Möglichkeiten:

t = 2u′ + 1 prim, k1 = 1 deg(g) = 2u′ oder deg(g) = 2u′+1;
t = 3, k1 = 2 deg(g) = 8 oder 16
t = 3, k1 = 3 deg(g) = 8 oder 16 oder 32.

Dies führt zu den folgenden Möglichkeiten für n:

n = 9, deg(g) = 8 oder 16
n = 15, deg(g) = 4
n = 27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32
n = 9 · 5 = 45, deg(g) = 8
n = 27 · 5 = 135, deg(g) = 8
n = 9 · 17 = 153, deg(g) = 16
n = 27 · 17 = 459, deg(g) = 16 oder 32
n = 2u + 1 prim, deg(g) = 2u oder 2u+1

Der Fall, dass die starke Bedingung für n nicht erfüllt ist,1 kann auch nicht
auftreten. Wäre sie nicht erfüllt, so hat g nur Nullstellen mit Bewertung 6= 0,
und es müsste (m−n)|k1 gelten. Es gibt nur 2(m−n) ≤ 2k1 Nullstellen von
fQ mit Bewertung ungleich Null, es ist damit deg(g) ≤ 2k1. Daraus sieht
man, dass hier der Fall m− n = 1 nicht auftreten kann.
Wenn m = 2λ eine Zweierpotenz ist, ist nach Bemerkung 7.2 deg(g) ≥
2λ/2+1 >

√
m, und n hat die Form n = jk1 , aber wegen n < m kann 2k1

nicht größer sein als
√

m.
Auch im Fall m = 2λ(2u + 1) müsste k1 so groß sein, dass n < m nicht
möglich sein kann.
Für die restlichen Kandidaten für m aus der Liste von Bemerkung 7.1 gehen
wir folgendermaßen vor: Wir wollen Paare (m,n) finden, für die einerseits
m > n = jk und andererseits m − n|k gilt. Das grösste auftretende m ist
nach Bemerkung 7.3 m = 459 · 28 = 117504 < 311. Mögliche Kandidaten für
k sind daher nur Zahlen < 11.

• k = 3: Hier ist deg(g) ≤ 6, es kann also nur der Fall m = 2λ ·15 auftre-
ten. Aus m− n|3 folgt dann aber bereits 3|n, das ist nicht teilerfremd
zu m.

• k = 4 oder 8: wegen m−n ungerade kann hier m−n|k nicht auftreten.

• k = 5: Aus m − n|5 folgt bereits m − n = 5 und m = j5 + 5. Die
grösste Zahl aus der Liste von Bemerkung 7.1 mit deg(g) < 2 · 5 = 10
ist 135 · 24 = 2160 < 55. Die Zahl 35 + 3 = 246 hat den Teiler 41 und
ist daher nicht in der Liste.

1Diesen Fall untersucht Dorodnow auch nicht.
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• k = 6: Aus m − n|6 folgt m − n = 3 und m = j6 + 3. Wieder ist die
grösste Zahl aus der Liste mit deg(g) < 2 · 6 = 12 die Zahl 2160, die
Zahl 36 + 3 = 732 hat den Teiler 61 und ist daher nicht in der Liste.

• k = 7: Hier muss j7 +7 = m gelten, die Kandidaten für m sind immer
noch dieselben wie im vorigen Fall, aber 37 + 3 > 2160.

• Im Fall k = 9 schließt die Bedingung deg(g) ≤ 2k keine Fälle aus. Wir
müssen also alle Zahlen j9 + 3 und j9 + 9, die kleiner sind als 117504
untersuchen, ob sie in der Liste von Bemerkung 7.1 vorkommen. Das
sind genau die Zahlen 39 + 3 und 39 + 9, sie sind beide nicht in der
Liste

• Im Fall k = 10 ist die Zahl 310 + 5 nicht in der Liste.

Für jeden günstige Mond muss daher n die starke Bedingung von Bemerkung
7.5 erfüllen.

Bemerkung 7.6. Ist m gerade, n 6= 1 und der Fall (m,n) günstig, dann
gelten für n immer die Bedingungen von Bemerkung 7.5.

Wenn m einen ungeraden Primfaktor p hat, führen wir wieder die Rechnun-
gen von Abschnitt 6.2 aus, und erhalten Bedingungen für p, und gleichzeitig
Bedingungen für den Grad von g. Wir können daher aus Bemerkung 7.5 und
Bemerkung 7.1 die möglichen Kombinationen für die Paare (m,n) ablesen,
bei denen sowohl m als auch n einen ungeraden Faktor hat:

• deg(g) = 4: Dann sind p, t ∈ {3, 5}; wir erhalten die Paare (2λ · 3, 5);
(2λ · 5, 3).

• deg(g) = 8: Dann sind p, t ∈ {3, 5}; wir erhalten die Paare (2λ · 5, 9);
(2λ · 5, 27); (2λ · 9, 5); (2λ · 27, 5).

• deg(g) = 16: Dann sind p, t ∈ {3, 17}; wir erhalten die Paare (2λ ·9, 17);
(2λ · 17, 9); (2λ · 17, 27); (2λ · 27, 17).

• deg(g) = 32: Dann sind p, t ∈ {3, 17}; wir erhalten nur wieder die
Paare (2λ · 17, 27); (2λ · 27, 17).

• Wenn deg(g) größer ist als 32, so ist n eine Fermatsche Primzahl, und
m muss eine Zweierpotenz sein, den Fall behandeln wir später.

Wir erinnern uns an Bemerkung 7.3, die uns Auskunft über die Grösse von
λ in Abhängigkeit von deg(g) gab: Für deg(g) = 4 gilt λ ≤ 2, für deg(g) = 8
gilt λ ≤ 4, für deg(g) = 16 gilt λ ≤ 6, für deg(g) = 32 gilt λ ≤ 8. Insgesamt
erhalten wir folgende Liste von möglichen Fällen, die jener von Dorodnow
ziemlich ähnlich sieht:
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Bemerkung 7.7. Im Fall m gerade, n 6= 1 können nur folgende Fälle einem
quadrierbaren Mond entsprechen2:

m = 2λ · 3 n = 5, λ = 1, 2 deg(g) = 4;
m = 2λ · 5 n = 3, λ = 1, 2 deg(g) = 4;
m = 2λ · 5 n = 9, λ = 1, . . . , 4 deg(g) = 8;
m = 2λ · 5 n = 27, λ = 3, 4 deg(g) = 8;
m = 2λ · 9 n = 5, λ = 1, . . . , 4 deg(g) = 8;
m = 2λ · 27 n = 5, λ = 1, . . . , 4 deg(g) = 8;
m = 2λ · 9 n = 17, λ = 1, . . . , 6 deg(g) = 16;
m = 2λ · 17 n = 9, λ = 1, . . . , 6 deg(g) = 16;
m = 2λ · 17 n = 27, λ = 1, . . . , 8 deg(g) = 16 oder 32;
m = 2λ · 27 n = 17, λ = 1, . . . , 8 deg(g) = 16 oder 32;
m = 2λ n = 9, λ = 4, 5, 6 deg(g) = 8 oder 16;
m = 2λ n = 27, λ = 5, . . . , 8 deg(g) = 8 oder 16 oder 32;
m = 2λ n = 2u + 1 prim, deg(g) = 2u oder 2u+1.

7.1.1 m = 2λ, n = 2u + 1 prim

In diesem Fall müssen wir auf ein Ergebnis des Herrn Tschakaloff aus dem
Artikel [16] zurückgreifen3. Leider ist der Artikel auf Bulgarisch, und nur
die Zusammenfassung ist Deutsch. Der Satz, den wir brauchen, lautet:

Satz 17. Ist n eine Primzahl, und m > n teilerfremd zu n, so ist das
Polynom

P := n

(
Xm − 1
X − 1

)2

−m

(
Xn − 1
X − 1

)2

Xm−n,

entweder irreduzibel, oder es zerfällt in das Produkt von zwei irreduziblen
Polynomen h1, h2 ∈ Z[X] der Gestalt

h1 = X2(n−1) + a1X
2n−3 + · · ·+ a2(n−1),

h2 = nX2(m−n) + b1X
2m−2n−1 + · · ·+ a2(m−n),

Beweis: siehe [16].

2Dies ist ungefähr die Liste, die sich auch im Artikel von Dorodnow findet. Ich glaube
aber nicht, dass er sie so abgearbeitet hat wie hier. Er schreibt, dass er einige Fälle anhand
eines Primteilers von m − n untersucht hat, aber auch keine Details. Eine Untersuchung
nach einem Primteiler von m−n findet sich auch bei Tschebotarew. Dort ist allerdings ein
Rechenfehler, und Tschebotarew verwendet das Ergebnis auch nicht. Mir scheint, dass man
es ohnehin nur im Fall P irreduzibel anwenden kann. Wie genau und warum Dorodnow
das Ergebnis angewendet hat, bleibt mir unerklärlich.

3Das hat auch Dorodnow gemacht.
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Wir zeigen, dass das Tschakaloffpolynom im Fall m = 2λ, n = t = 2u + 1
prim immer irreduzibel ist. Wäre es reduzibel, so wäre das Polynom h1 des
Satzes das Minimalpolynom g von y. Aus den obigen Überlegungen wissen
wir bereits, dass g nur Nullstellen x mit vt(x) = 0 besitzt. Wenn wir P
modulo t betrachten, gilt

g =
(

Xt − 1
X − 1

)2

mod t.

Wegen n < m ist u < λ, und wegen Bemerkung 7.13 ist λ < 2u− 2. Weiters
haben wir

P (−1) = n · 0−m(−1)m−n(
−2
−2

)2 = m = 2λ.

Daraus ersehen wir, dass g(−1) = 2α ≤ 2λ gilt. Wenn wir g(−1) mod t
berechnen, erhalten wir g(−1) = 1 mod t, also 1 + tδ = 2α. Dies bedeutet
t = 2u + 1|2α − 1, das geht wegen α ≤ λ < 2u − 2 nur im Fall α = 0. Also
ist g(−1) = 1. Wenn wir andererseits das Polynom P modulo 2 betrachten,
erhalten wir

P ≡
(

Xm − 1
X − 1

)2

≡
(

(X − 1)m

X − 1

)2

≡ (X − 1)2m−2 mod 2,

daraus folgt, dass g = (X−1)2n−2 mod 2 sein muss, und g(−1) = 22n−2 =
0 mod 2 gilt, das ist ein Widerspruch zu g(−1) = 1. Daher ist das Polynom
P reduzibel, und sein Grad ist 2(m − 1), das ist nur im Fall m = 2 eine
Zweierpotenz, da gibt es aber keine kleinere Primzahl. Diese Fälle sind also
alle ungünstig.

7.1.2 Die restlichen Fälle von Bemerkung 7.7

Wir machen wieder eine Tabelle, die wir in den Anhang stecken, siehe Seite
70. Es bleiben nur drei Fälle übrig, in denen das Polynom R nicht faktorisiert
werden konnte.

7.2 Der Fall n = 1

Das Polynom P hat hier die Form
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P = 1 ·
(

Xm − 1
X − 1

)2

−m

(
X − 1
X − 1

)2

Xm−1 =

=

(
m−1∑

i=0

Xi

)2

−mXm−1 (7.14)

= 1 + 2X + 3X2 + · · ·+ (m− 1)Xm−2 + mXm−1 +
(m− 1)Xm + · · ·+ 2X2m−3 + X2m−2 −mXm−1 =

=
m−1∑

i=0

(i + 1)(Xi + X2m−2−i) = (7.15)

= Xm−1
m−1∑

i=0

(i + 1)(Xi−m+1 + Xm−1−i) =

= Xm−1
m−1∑

i=0

(i + 1)
(

Xm−1−i +
1

Xm−1−i

)

Diese Polynom hat keine reellen Nullstellen. Im Bereich x > 0 sieht man das
an (7.15), im Bereich x ≤ 0 an (7.14): Weil m− 1 ungerade ist, ist mxm−1

negativ.
Den Fall, dass m keine Zweierpotenz ist hat Dorodnow überhaupt nicht
betrachtet. In dem Fall muss der ungerade Faktor von m die Bedingungen
der Bemerkungen 7.1 und 7.2 erfüllen. Es gibt daher nur folgende Fälle zu
untersuchen, nämlich:

Bemerkung 7.8. Im Fall m gerade, m keine Zweierpotenz, n = 1, muss m
aus folgender Liste sein:

m = 2λ · 9, λ < 6 deg(g) = 8 oder 16;
m = 2λ · 15, λ < 2 deg(g) = 4;
m = 2λ · 27, λ < 8 deg(g) = 8 oder 16 oder 32;
m = 2λ · 9 · 5 = 2λ · 45, λ < 4 deg(g) = 8;
m = 2λ · 27 · 5 = 2λ · 135, λ < 4 deg(g) = 8;
m = 2λ · 9 · 17 = 2λ · 153, λ < 6 deg(g) = 16;
m = 2λ · 27 · 17 = 2λ · 459, λ < 8 deg(g) = 16 oder 32;
m = 2λ · (2u + 1), λ < 2u deg(g) = 2u oder 2u+1.

Die meisten dieser Fälle kann man wieder ausschliessen, siehe Tabelle im
Anhang, Seite 72. 35 Fälle konnte ich nicht untersuchen, darunter die Fälle
257|m und 65537|m, dies sind 24 Fälle. Weiters bleiben die Fälle, in denen
m eine grössere Fermatsche Primzahl ist, zu untersuchen.
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Im Fall m = 2λ schreibt Dorodnow, dass das Polynom P nur zwei Nullstel-
len am Einheitskreis hat. Nur solche können e2iγ entsprechen. Wenn man in
P die Variable u := x + 1/x einführt, hat das neue Polynom nur eine reelle
Nullstelle, die 2 cos(2γ) entspricht. Daher hat der irreduzible Teiler des neu-
en Polynomes, der des Minimalpolynom von 2 cos(2γ) ist, einen ungeraden
Grad, der Mond ist nicht quadrierbar.
Wir bezeichnen den Term xi + x−i mit ξi. Zum Umrechnen des Polynomes
verwenden wir im ungeraden Fall folgende Formel:

(X +
1
X

)k = (X + X−1)k =
k∑

i=0

(
k

i

)
XiX−(k−i) =

k∑

i=0

(
k

i

)
X2i−k =

=
bk/2c∑

i=0

(
k

i

)
X2i−k +

k∑

j=bk/2c+1

(
k

j

)
X2j−k = [l = k − j]

= X−k +
bk/2c∑

i=1

(
k

i

)
X2i−k +

bk/2c∑

l=1

(
k

l

)
Xk−2l + Xk =

= ξk +
bk/2c∑

i=1

(
k

i

)
(X2i−k + Xk−2i) = ξk +

bk/2c∑

i=1

(
k

i

)
ξk−2i.

Wenn k gerade ist, stimmt die Formel auch, wenn wir ξ0 = 1 setzen. Mit Hilfe
dieser Formel – und MAPLE – kann man das Polynom P in das folgende
umrechnen:

S := u31 + 2u30 − 28u29 − 56u28 + 352u27 + 704u26 − 2624u25 − 5248u24

+12904u23 + 25808u22 − 44064u21 − 88128u20 + 107104u19 + 214208u18

−186880u17 − 373760u16 + 233108u15 + 466216u14 − 204528u13 − 409056u12

+122464u11 + 244928u10 − 47616u9 − 95232u8 + 11088u7 + 22176u6

−1344u5 − 2688u4 + 64u3 + 128u2 − 32

Mithilfe von Sturmschen Ketten kann man mit MAPLE berechnen, dass
S im Intervall [1, 2] drei Nullstellen hat. (Der Befehl ”sturm(S,u,1,2),“ in
MAPLE liefert das Ergebnis ”3“.) Die Aussage von Anatolij Dorodnow ist
falsch. Auch eine direkte numerische Berechnung mit MAPLE liefert das
Ergebnis, dass das Tschakaloffpolynom zum Paar (32, 1) drei Paare von
Nullstellen am Einheitskreis hat, jenes zum Paar (64, 1) sogar 5 Paare.
Das Problem bleibt damit ungelöst.
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Kapitel 8

Ausblick

Was bleibt noch zu tun?
Folgende Fälle sind – dem Stand dieser Arbeit nach – noch unerledigt:

• Im Abschnitt 6.4.1 bleiben die Fälle m = 2u+1 prim, n = 2u , m > 257
ungelöst. Dies scheint sich nicht mit den Mitteln von Tschebotarew
erledigen zu lassen.

• In Abschnitt 7.1.2 bleiben drei Fälle unausgerechnet.

• Im Abschnitt 7.2, das war der Fall n = 1, bleibt einiges ungelöst:

– Zum einen die 35 Fälle, bei denen die Rechenleistung nicht aus-
gereicht hat, das sind 8 Fälle mit 257|m, 16 Fälle mit 65537|m,
und 11 aus der Tabelle im Anhang.

– Weiters für grössere Fermatsche Primzahlen die Fälle m = 2λ(2u+
1), λ ≤ u. Diese betrachtet Dorodnow überhaupt nicht, vielleicht
lassen sie sich noch ausschliessen.

– Schliesslich bleibt noch die Klasse der Fälle m = 2λ, n = 1 un-
gelöst. Für diese sind wahrscheinlich auch neue Hilfsmittel nötig.
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Anhang A

Tabellen

In diesem Abschnitt haben wir die Tabellen hingeschrieben, die wir im Text
vorne brauchen. In der ersten Spalte steht m, in der zweiten n, in der drit-
ten steht der berechnete Grad des Minimalpolynoms des zugehörigen e2iγ

beziehungsweise im Fall mn gerade von eiγ . Wir haben eine Primzahl ge-
sucht, modulo der das Polynom P oder im Fall mn gerade das Polynom R
so zerfällt, dass man sieht, dass kein Teiler vom gewünschten Grad auftre-
ten kann. Eine andere Möglichkeit ist, dass das P bzw R nur in irreduzible
Faktoren zerfällt, deren Grade keine Zweierpotenzen sind. Dann ist es egal,
ob es einen Teiler vom gewünschten Grad gibt, nach dem Satz 13 hätte die
Galoisgruppe einen ungeraden Teiler.
Tabelle zu Abschnitt 5.6.5

m n deg(g) p P zerfällt in Polynome der Grade:
27 1 8, 16 5 6, 6, 40
27 11 8, 16 7 2, 2, 24, 24
27 17 8, 16 11 12, 12, 14, 14
27 19 8, 16 13 P ist irreduzibel modulo 13

459 1 16, 32 19 4, und Polynome vom Grad > 64
459 203 16, 32 43 8, > 64
459 331 16, 32 11 4, 20, 20, 48, 48, > 64
459 395 16, 32 67 > 64
459 427 16, 32 29 > 64
459 443 16, 32 19 6, 6, 18, 18, > 64
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Tabelle zu Abschnitt 6.4.2

m n deg(g) p R zerfällt in Polynome der Grade:
15 2 4 41 > 8
15 4 4 53 > 8
15 8 4 11 > 8
27 2 8, 16, 32 7 je zweimal 2 und 50
27 4 8, 16, 32 19 je zweimal 2 und 50
27 8 8, 16, 32 11 zweimal 52
27 16 8, 16, 32 5 je zweimal 10 und 42
45 2 8 11 zweimal 2 und > 16
45 4 8 13 zweimal 10 und > 16
45 8 8 11 zweimal 2 und > 16
45 16 8 13 zweimal 12 und > 16
45 32 8 19 zweimal 14 und > 16

135 2 8 13 viermal 3 und > 16
135 4 8 7 > 16
135 8 8 11 > 16
135 16 8 43 viermal 3 und > 16
135 32 8 19 zweimal 2 und > 16
135 64 8 13 > 16
135 128 8 41 zweimal 2 und > 16
153 2 16 11 zweimal 2, viermal 31 und > 32
153 4 16 5 > 32
153 8 16 7 zweimal 2 und > 32
153 16 16 11 je zweimal 2 und 22, viermal 18 und > 32
153 32 16 29 viermal 10 und > 32
153 64 16 11 je zweimal 6 und 12, sechsmal 22 und > 32
153 128 16 11 > 32
459 2 16, 32 47 zweimal 28 und > 64
459 4 16, 32 43 > 64
459 8 16, 32 5 zweimal 2 und > 64
459 16 16, 32 19 > 64
459 32 16, 32 5 viermal 18, zweimal 30 und > 64
459 64 16, 32 23 zweimal 28 und > 64
459 128 16, 32 11 viermal 1 und > 64
459 256 16, 32 11 viermal 10, zweimal 40 und > 64
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Tabelle zu Abschnitt 7.1.2, Bemerkung 7.7

m n deg(g) p R zerfällt in Polynome der Grade:
6 5 4 7 viermal 5

12 5 4 29 zweimal 22
10 3 4 11 zweimal 18
20 3 4 13 zweimal 38
10 9 8 13 je zweimal 6 und 12
20 9 8 37 je zweimal 2 und 36
40 9 8 37 zweimal 78
80 9 8 29 je zweimal 56 und 102
40 27 8 37 zweimal 6 und > 16
80 27 8 29 > 16
18 5 8 31 zweimal 6 und > 16
36 5 8 37 je zweimal 2 und 12 und > 16
72 5 8 13 zweimal 10 und > 16

144 5 8 7 zweimal 6 und > 16
54 5 8 13 zweimal 18, viermal 11 und > 16

108 5 8 7 viermal 10 und > 16
216 5 8 37 viermal 6 und > 16
432 5 8 13 zweimal 10 und > 16
18 17 16 5 zweimal 34
36 17 16 47 achtmal 11 und je zweimal 12 und 14
72 17 16 23 zweimal 2 und > 32

144 17 16 11 > 32
288 17 16 5 > 32
576 17 16 11 zweimal 14, viermal 26 und > 32
34 9 16 5 je zweimal 6 und 14 und > 32
68 9 16 13 je zweimal 18 und 24 und > 32

136 9 16 11 zweimal 2 und > 32
272 9 16 7 > 32
544 9 16 7 zweimal 2 und > 32

1088 9 16 11 je zweimal 2 und 4 und > 32
34 27 16, 32 5 viermal 2 und je zweimal 26 und 36
68 27 16, 32 13 je zweimal 40 und 47

136 27 16, 32 67 > 64
272 27 16, 32 29 zweimal 10, je viermal 17 und 40 und > 64
544 27 16, 32 67 viermal 66 und > 64

1088 27 16, 32 13 je zweimal 2 und 46 und > 64
2176 27 16, 32 5 viermal 54 und > 64
4352 27 16, 32 ? ??
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m n deg(g) p R zerfällt in Polynome der Grade:
54 17 16, 32 31 je viermal 2 und 25 und zweimal 52

108 17 16, 32 53 je zweimal 18 und 20 und > 64
216 17 16, 32 7 > 64
432 17 16, 32 7 zweimal 10, viermal 40 und > 64
864 17 16, 32 5 viermal 38 und > 64

1728 17 16, 32 7 zweimal 6 und > 64
3456 17 16, 32 ? ??
6912 17 16, 32 ? ??

16 9 8 11 zweimal 15
32 9 8 5 je zweimal 6 und 14 und > 16
64 9 8 97 > 16
32 27 8, 16, 32 109 je zweimal 6 und 28 und viermal 14
64 27 8, 16, 32 11 > 64

128 27 8, 16, 32 41 je zweimal 38, 44, 46 und 50 und > 64
256 27 8, 16, 32 29 je zweimal 30 und 56 und > 64

Drei Fälle bleiben übrig.
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Tabelle zu Abschnitt 7.2, Bemerkung 7.8.

m n deg(g) p T zerfällt in Polynome der Grade:
18 1 8, 16 7 viermal 17
36 1 8, 16 13 > 32
72 1 8, 16 5 > 32

144 1 8, 16 5 je zweimal 6 und 22 und > 32
288 1 8, 16 5 zweimal 18, viermal 10 und > 32
576 1 8, 16 7 > 32
30 1 4 11 > 8
60 1 4 7 > 8
54 1 8, 16, 32 19 viermal 53

108 1 8, 16, 32 13 je zweimal 2 und 20 und > 64
216 1 8, 16, 32 11 zweimal 6 und > 64
432 1 8, 16, 32 17 ungünstig nach Satz 13
864 1 8, 16, 32 5 ungünstig nach Satz 13

1728 1 8, 16, 32 5 viermal 46 und > 64
3456 1 8, 16, 32 ?? ??
6912 1 8, 16, 32 ?? ??

90 1 4 13 > 8
180 1 4 11 viermal 3 und > 8
360 1 4 11 > 8
720 1 4 13 > 8
270 1 4 7 viermal 5 und > 8
540 1 4 29 > 8

1080 1 4 ?? ??
2160 1 4 ?? ??
306 1 8 7 je zweimal 2, 6, 10 und 46 und > 64
612 1 8 5 je zweimal 6 und 18 und > 64

1224 1 8 5 viermal 53 und > 64
2448 1 8 ?? ??
4896 1 8 ?? ??
9792 1 8 ?? ??
918 1 8, 16, 32 5 zweimal 6 und > 64

1836 1 8, 16, 32 7 > 64
3672 1 8, 16, 32 ?? ??
7344 1 8, 16, 32 ?? ??

14688 1 8, 16, 32 ?? ??
29376 1 8, 16, 32 ?? ??
58752 1 8, 16, 32 ?? ??

117504 1 8, 16, 32 ?? ??
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m n deg(g) p T zerfällt in Polynome der Grade:
10 1 4, 8 11 zweimal 18
20 1 4, 8 3 zweimal 38
40 1 4, 8 41 viermal 13 und je zweimal 14 und 38
80 1 4, 8 3 ungünstig nach Satz 13
34 1 8, 16 41 ungünstig nach Satz 13
68 1 8, 16 3 ungünstig nach Satz 13

136 1 8, 16 7 zweimal 2 und > 32
272 1 8, 16 3 ungünstig nach Satz 13
544 1 8, 16 7 zweimal 24 und > 32

1088 1 8, 16 3 ungünstig nach Satz 13

11 Fälle bleiben übrig.
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drierbar ist. J. reine angew. Math., 21: 375–376, 1840.

[3] Henri Cohen. A Course in Computational Algebraic Number Theory.
Springer, 1993.

[4] Anatolij Wasiliewitsch Dorodnow. Über Kreismöndchen, die mit Zirkel
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Akad. Nauk., 41: 1–52, 1929.
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• 1989 - 1996: Besuch des bischöflichen Gymnasium Petrinum in Linz

• Juni 1996: Matura mit Auszeichnung

• Oktober 1996 - August 2002: Mathematikstudium an der Universität Inns-
bruck

• Oktober 1999 - September 2001: Vorsitzender der Studienrichtungsvertretung
Mathematik

• 17.8.2002: Abschluss des Mathematikstudiums mit Auszeichnung

• Seit Oktober 2002: Doktoratsstudium der Naturwissenschaften

• Seit Oktober 2002: Mitglied der Studienrichtungsvertretung Doktoratsstudi-
um der Naturwissenschaften

• 16.2. 2003 - 14. 3. 2003: Forschungsaufenthalt in Budapest am Alfréd Rényi
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