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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werde ich mich mit Kreismonden beschéftigen,
das sind Figuren in der Ebene, die von zwei Kreisb6gen begrenzt sind. Sie
werden im folgenden als ,Monde“ bezeichnet.

Der Erste, der sich mit solchen Monden beschéftigte, war Hippokrates von
Chilos, das war in der 2. Hilfte des 5. Jahrhunderts vor Christus. Er stellte
sich die Frage, welche Monde mit Zirkel und Lineal quadrierbar sind, das
heifit, sich mit Zirkel und Lineal in ein Quadrat mit gleicher Fliche ver-
wandeln lassen. Sein Ziel war eigentlich, eine Methode zu finden, den Kreis
zu quadrieren. Heute wissen wir, dass dies unméglich ist. Die griechischen
Mathematiker versuchen, sich dem Problem des Quadrierens eines Kreises
anzunédhern, indem sie versuchten, andere, von krummen Linien begrenzte
Fliachen, unter anderem eben die Monde, zu quadrieren. Hippokrates fand
drei quadrierbare Monde, 1840 fand Thomas Clausen zwei weitere, siche [2].
Das Problem der Quadrierbarkeit von Monden hat einen algebraischen und
einen transzendenten Teil. Der transzendente Teil wurde von den fritheren
Autoren nicht behandelt und erst im Jahr 2003 von Kurt Girstmair erledigt,
siehe [5]. Der algebraische Teil wurde in der ersten Hélfte des 20. Jahrhun-
derts behandelt. Er lit sich darauf zuriickfiihren, fiir teilerfremde Paare
(m,n) ein gewisses Polynom zu untersuchen. Arbeiten zu dem Thema stam-
men von Edmund Landau 1902, [9], und Ljubomir Tschakaloff 1929, [15] und
[16]. Die letzte Arbeit ist auf Bulgarisch erschienen, mit einer deutschen Zu-
sammenfassung. Hier wurden bereits viele Félle fiir (m,n) ausgeschlossen.
Im Jahr 1933 veroffentlichte Nikolaj Tschebotarew einen Artikel [17], in dem
der Fall mn ungerade erledigt wurde. In seiner Arbeit wird das zu unter-
suchende Polynom als Polynom iiber den p-adischen Zahlen aufgefasst, fiir
verschiedene Primzahlen p. Sie ist nicht von Fehlern frei, allerdings habe
ich keine wesentlichen Fehler gefunden, immerhin einige, die das Lesen und
Verstehen sehr erschweren. Es scheint mir, dass dieser Artikel gekiirzt wur-
de, wobei vielleicht wichtige, dem Verstéindnis der Sache dienende Passagen
gestrichen wurden. So wird auf einen Hilfssatz 3 verwiesen, den es in der
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Arbeit nicht gibt. Aber die meisten Sachen sind verstédndlich geworden, und
diejenigen Fille, bei denen ich Tschebotarews Argumentation nicht folgen
konnte, konnte ich mit dem Computer ausschliessen.

Im Jahr 1947 schrieb Anatolij Dorodnow einen Artikel, in dem er behaup-
tete, das Problem auch fiir den Fall mn gerade geldst zu haben, [4]. In dem
Artikel finden sich zuerst Ergebnisse des Artikels [17]. Dann folgt eine Liste
mit moglichen Paaren (m,n), die meiner Liste von Bemerkung 7.7 #hnlich
sieht. Ich arbeite sie mit dem Computer ab, da ich Dorodnows Argumenta-
tion nicht folgen kann. Dann kommt der Fall m = 2*, n = 1. Hier schreibt
Dorodnow (in Frau Griesmairs Ubersetzung):

Die Gleichung (*)! hat alles komplexe Wurzeln, darunter zwei
mit einem Modul gleich eins. Aber da in die reziproke Gleichung
ersten Ranges je vier Wurzeln mit einem sich von eins unterschei-
denden Modul eintreten, so zeigt sich nach der Reduzierung der
Potenz mit Hilfe der Substitution z = z + 1/x in der Gleichung
eine reelle Wurzel, alle anderen sind komplex. Und auf diese Wei-
se ist die Potenz des irreduziblen Faktors, der diese reelle Wurzel
hat, ungerade, und der Fall ist ungiinstig.

Die Aussage ,,mit einem Modul gleich eins* bedeutet wohl ,,vom Betrage 1.
Ich habe allerdings — nach heftigem Bemiihen, eine Begriindung fiir die Aus-
sage zu finden, — herausgefunden, dass das m = 32 entsprechende Polynom
sechs Nullstellen vom Betrag 1 hat, und das reduzierte drei reelle Nullstellen.
Dies zeigt, dass Dorodnows Argumentation falsch ist, das Problem ist also
noch ungelost. Auch in anderen Féllen scheinen mir Dorodnows Argumente
nicht schliissig. Insgesamt hat seine Arbeit — meines Erachtens — nicht viel
Neues zur Losung des Problems der quadrierbaren Monde beigetragen.

'Das ist hier die Gleichung (4.1), Seite 29!



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir die Problemstellung genauer definieren. Wir
werden erklédren, was quadrierbar und konstruierbar bedeutet, und den so-
genannten transzendenten Teil des Problems behandeln.

2.1 Problemstellung

Ein Mond ist definiert als eine Figur (in der Ebene), die von zwei Kreisbogen
iiber einer gemeinsamen Sehne begrenzt ist. Im allgemeinen sieht ein Mond
folgendermassen aus:

M

Im Bild ist die gemeinsamen Sehne AC. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit wollen wir annehmen, dass AC = 2 ist. Den grosseren Radius nennen
wir R, den kleineren r, die Mittelpunkte M und N, die zugehorigen Winkel
a und 3. Es gilt: a < 8 < 7. Aus der Normierung AC = 2 folgt bereits:

Rsina =1 = rsin g,



und

1
und r

R = = N
sin « sin 3’

(2.1)
und mit M B = Rcos« gilt fiir die Flache des Dreieckes AMC:

A(AMC) =1-Rcosa = RV1 —sin?a = \/R2 — (Rsina)? = VR2 — 1

und analog;:

A(ANC) =/r2 -1

Die Fldche L des Mondes ist die Differenz der Flachen zweier Kreissegmente,
genauer:

L = [r’3-A(ANC)] - [R?a — A(AMC)) =
38— Ra— (V2 —1-VR>-1). (2.2)

Im Fall 5 > 7/2 ist die Fliche

Wir kénnen auch sogenannte konvexe Monde betrachten, das siri Monde,
bei denen die zwei Kreisbogen auf verschiedenen Seiten der Sehne AC liegen.
diese haben die Fléche

L=r8+Ra—(Vr2—1+VR2-1). (2.4)

Wir nennen einen Mond quadrierbar, wenn sowohl der Mond, das bedeutet
die beiden Radien aus (2.1)), als auch seine Fliche mit Zirkel und Lineal aus
der Einheitsstrecke konstruierbar sind.

2.2 Konstruierbarkeit

Was bedeutet nun mit Zirkel und Lineal konstruierbar? Konstruieren heisst,
mit Hilfe von gegebenen Punkten neue Punkte zu finden. Hilfsmittel sind
hier das Lineal — durch je 2 Punkte kann man eine Gerade ziehen, und
der Zirkel — durch einen gegebenen Punkt kann man einen Kreis mit einem
gegebenen Radius ziehen. Die Operationen, die man mit Zirkel und Lineal
durchfithren kann, sind folgende:

e Schneiden von zwei Geraden
e Schneiden von zwei Kreisen

e Schneiden eines Kreises mit einer Geraden



Es gibt auch noch andere Arten von Konstruierbarkeit, etwa mit anderen
Werkzeugen. Hier wollen wir aber immer den Fall des Konstruierens mit
Zirkel und Lineal untersuchen.

Wir wollen nun die geometrischen Probleme in die Sprache der Algebra iiber-
setzen. Dazu identifizieren wir die Zeichenebene mit der Gausschen Zahle-
nebene C = R @ iR. Wenn wir zwei Punkte a # b € C gegeben haben,
bezeichnen wir die Gerade durch a und b mit

l(a,b) :={a+ A(b—a); X € R}.
Fiir m € C und r > 0 sei der Kreis mit Mittelpunkt m und Radius r:
c(m,r) :={z € C;|lz —m|=r}.

Wenn wir eine Menge M C C gegeben haben, kénnen wir aus den Punkten
in M neue Punkte konstruieren. Wir nennen die neue Menge

MO = {z € C;z ist aus M in einem Schritt konstruierbar}.

Ein Punkt x € C ist in einem Schritt aus M konstruierbar, wenn er eine der
folgenden drei Bedingungen erfiillt:

e Der Punkt ist Schnittpunkt von zwei verschiedenen konstruierbaren
Geraden, das heisst: Es gibt Punkte a # b, c # d € M, l(a,b) # l(c,d),
mit

x € l(a,b)Ni(c,d).

e Der Punkt ist Schnittpunkt von zwei verschiedenen konstruierbaren
Kreisen, das heisst: Es gibt Punkte m #£n, a # b, c £ d € M, mit

z € c(m,|a —b|) Ne(n, |c—d).

e Der Punkt ist Schnittpunkt eines konstruierbaren Kreises mit einer
konstruierbaren Geraden, das heisst: Es gibt Punkte m, a # b, ¢ #
d € M, mit

x € l(a,b) Ne(m, |c —d|).

Einen Winkel v € R nennen wir konstruierbar, wenn die Zahl ¢ konstru-
ierbar ist. Spater wird sich herausstellen, dass das gleichbedeutend mit der
Bedingung ist, dass cos~y und sin~y konstruierbar sind.

Mit M*+1) bezeichnen wir die aus M*) in einem Schritt konstruierbaren
Punkte. Insgesamt ist

M) .— U M)
k=1

die Menge der aus M konstruierbaren Punkte. Im Fall M = {0,1} nennen
wir M () die Menge der aus der Einheitsstrecke konstruierbaren Punkte, wir



bezeichnen sie mit 9. Diese Menge werden wir hauptsichlich untersuchen.
Wenn wir von konstruierbaren Punkten sprechen, ohne zu spezifizieren, aus
welcher Menge konstruierbar, soll immer ,,aus der Einheitsstrecke konstru-
ierbar gemeint sein. Fiir alle 2 € 9 gilt: Es gibt ein k, mit © € M®) |  ist
in k Schritten konstruierbar.

Satz 1. 9 ist ein Korper, und beziiglich der komplexen Konjugation abge-
schlossen.

Beweis: e Die Zahlen 0 und 1 sind aus 971.

e Wenn wir eine Zahl 0 # a € 9 gegeben haben, sind auch die Zahlen
|a| und z := a/|a| Elemente von 9% denn:

la| € 1(0,1) N ¢(0,a)

und
z €¢(0,1)N(0,a).

e Die komplexe Einheit ¢ ist aus 9, denn sei A > 1 und y € ¢(1,\) N
c(—1, ) so ist {(0,y) genau die y-Achse, und

i€l(0,y)Ne(0,1).

e Wenn a und b Elemente von 9 sind, dann sind auch —a und a + b
Elemente von 9, denn:

—a € ¢(0,a) N1(0,a)
und

— Falls 0€ I(a,b):
a+0be€l(a,b)Ncla,lb]).

— Falls 0& (a, b):
a+b e cb,lal) Ne(a,|b]).

e Auch beziiglich der Multiplikation ist 9t abgeschlossen. Wenn wir zwei
Zahlen a und b gegeben haben, zerlegen wir sie zuerst wie oben in
a = |a|z und b = |blw. Zur Multiplikation der reellen Zahlen |a| und
|b| bendtigen wir den Strahlensatz. Wir betrachten das Dreieck mit
den Eckpunkten i|b|, i(b — 1) und |a| + (|| — 1). Wir verldngern die
Seite, die durch i|b| und |a| + i(|b] — 1) geht. Der Punkt, in dem diese
verlédngerte Seite die z-Achse schneidet, ist der Punkt |a||b|:

laf - [b] € 1(i[b], |a] +4(]b] — 1)) N1(0, 1),
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dabei ist i|a| € 1(¢,0) N ¢(0, |a]). Fiir die Multiplikation der Zahlen z
und w am Einheitskreis iiberlegen wir uns: der Abstand zwischen z
und zw ist |z — zw| = |2(1 — w)| = |z||1 — w| = |1 — w|, daher ist

2w € ¢(z,|1 —w|) Ne(0,1).
Endgiiltig haben wir:

ab € ¢(0, |al|b]) N0, zw).

Wenn 0 # a € 9 ist, so auch a~!. Dazu zerlegen wir wieder a in a =
la|z. Fiir das Inverse der reellen Zahl |a| wenden wir den Strahlensatz
im Dreieck mit den Eckpunkten 7, (1—|a|)i und 1+ (1 — |a|)i an. Dort,
wo die Seite, die durch i und 1+ (1 — |a|)i geht, die z-Achse schneidet,
finden wir den gesuchten Punkt.

la|7t €1(0,1) N 1(i,1 4 (1 — |a])i).

Das Inverse von z erhalten wir, indem wir den Einheitskreis mit dem
Kreis schneiden, der Mittelpunkt 1 hat, und durch z geht, also:

27 e e(0,1) Ne(l, |1 — 2)),
und insgesamt:

a b =la7 27 € 1(0, 27 N e(0, [a]TY).

Wenn a € 91 ist, dann auch @, die zu a konjugiert komplexe Zahl, denn
wir kénnen a wieder in a = |a|z zerlegen, und Z = 27!, das haben wir
gerade konstruiert.

O]

Korollar 1. Eine Zahl a € C ist genau dann aus der Einheitsstrecke kon-
struierbar, wenn der Realteil und der Imaginérteil von a konstruierbar sind,
denn es gilt: 2Re(a)=a + @, und 2ilm(a)=a — a.

Fiir einen Winkel v € R bedeutet das: Die Zahl /7 ist genau dann aus der
Einheitsstrecke konstruierbar, wenn sin~ und cos~ es sind.

Satz 2. Es Sei L C C ein beziiglich komplexer Konjugation abgeschlossener
Teilkorper von C, und x in einem Schritt aus L konstruierbar. Dann ist
[L[z] : L] < 2.
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Beweis: Es gibt drei Félle, wie & konstruiert werden kann. Wir untersuchen
sie:

Im ersten Fall ist « Schnittpunkt zweier Geraden. Es gibt also Zahlen a; und
bi, i = 1,2 in L, und z ist der Schnittpunkt der zwei Geraden [(a;, b;). Der
Einfachheit halber schreiben wir ¢; := b; — a;. Jedenfalls darf die Zahl ¢1/co
keine relle Zahl sein, sonst wiren die Geraden parallel, und hétten keinen
Schnittpunkt. Es gibt nun reelle Zahlen p und A mit

T = a1+ Acp = ag + pce.
Wir konjugieren diese Gleichung und erhalten:
a1 + A\ep = ag + ucs,
und damit o o
az + e
c1

=

—ag.

Das setzen wir in die erste Gleichung ein und formen um

az + pcy
a1+<_(11>01 = a2+ pcy <=
C1
az _ C2
a1+ —=c—ac1t—ax = plca—=c].
C1 C1

Der Faktor bei p kann nicht Null sein, denn dann wére ¢;/co = m €
R, was wir ausgeschlossen haben. Da L beziiglich komplexer Konjugation
abgeschlossen war, sind alle @;, ¢; in L, damit auch p. Aus & = ag + pca folgt
dann auch x € L, es ist [L[z] : L] = 1.

Im zweiten Fall ist x Schnittpunkt zweier Kreise, es gibt m; und r;, i = 1,2
in L, und z ist der Schnittpunkt der zwei Kreise c(m;, ;). Fiir x muss gelten:
|z —m;| = 1y, also (x — m;)(z — m;) = r2. Wenn wir die Gleichungen

TT — My —Tmy +mimy — 13 =0 (2.5)

TT — XMy — TN +m2W2—r§ =0
voneinander subtrahieren, erhalten wir:
x(mz —m1) + T(mg —mq) + ¢ = 0.
Dabei ist ¢ € L. Wir kénnen also 7 folgendermassen darstellen:
T =dx + e,

wobei d, e € L sind. Wenn wir das in die Gleichung (2.5) einsetzen, erhalten
wir eine quadratische Gleichung fiir x mit Koeffizienten in L, damit ist [L[z] :
<2
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Im dritten Fall ist  Schnittpunkt eines Kreises und einer Gerade, es gibt
a,bym,r € Mmit x € l[(a,b)Ne(m,r). Mit b—a =: ¢ gilt © = a+ Ac. Daraus
folgt bereits: [L[z,A] : L[A]] = 1. Wenn wir x = a + Ac in die Gleichung
|z — m|? = r? einsetzen, erhalten wir:

O=|z—m]>—r2=|Ace—=(m—a)]> —r?=

= X2|c|? = AMce(m —a) +¢(m —a)) + (m —a)(m — a) — r2.

Das ist eine quadratische Gleichung fiir A mit Koeffizienten in L, damit
haben wir: [L[A] : L] < 2, und insgesamt [L[z] : L] < 2. O

Satz 3. Es sei L wie in Satz [2 ein beziiglich komplexer Konjugation abge-
schlossener Teilkorper von C, und = € L. Dann ist \/z aus L konstruierbar.

Beweis: Wir zerlegen z in einen reellen Anteil, und eine Zahl am Einheits-
kreis, x = |z|z. Fir die Wurzel aus |z| gilt:

Jzl =1 |z|+1
Vi]z| €1(0,1)Ne <z2, 2) ,
denn das Dreieck mit den Eckpunkten ¢, —i|x| und dem konstruierten Punkt
ist nach dem Satz von Thales ein rechtwinkeliges. Die Lange der Hypothenu-
se ist |z|+1. Die Hohe liegt auf der z-Achse, die Lénge der Hypothenuse iiber
der z-Achse ist 1, die unter der x-Achse |z|. Nach dem Hohensatz ist das
Quadrat der Hohe genau das Produkt dieser beiden Léngen, die Hohe hat
also die Lénge \/m . Zur Konstruktion der Wurzel von z brauchen wir die
Winkelhalbierende, dazu den Hilfspunkt y € ¢(z,1)Ne(1,1) fiir ein geeignetes
[. Damit gilt
Vz e l(0,y)Ne(0,1).

Satz 4. Es sei L wie in Satz [2 ein beziiglich komplexer Konjugation abge-
schlossener Teilkérper von C, und € C mit [L[z] : L] = 2. Dann ist = aus
L konstruierbar.

Beweis: Wenn der Grad der Korpererweiterung gleich 2 ist, erfiillt = eine
Gleichung a X2 +bX +c¢ = 0 in L[X], und x = (—b+ vb? — 4ac)/2a, das ist
nach den vorhergehenden Sétzen konstruierbar. O

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir folgenden Satz beweisen, der — in fast
derselben Form — im Buch von Hartshorne, [7], Seite 242, Proposition 28.1
steht:
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Satz 5. Eine Zahl o € C ist genau dann aus der Einheitsstrecke konstru-
ierbar, wenn es einen Korperturm

Q=FRCrnc- CF (2.6)

gibt, mit: o € Fy, und [F; : F;_1] = 2.

Beweis: Wenn wir einen Korperturm wie in (2.6) gegeben haben, so hat je-
der der Korper die Form F; = F;_1[x;—1]. Wéren die Korper F; alle beziiglich
komplexer Konjugation abgeschlossen, so wire « nach dem Satz 4] konstru-
ierbar. Wir wissen aber nur von Fy, dass er beziiglich komplexer Konjugation
abgeschlossen ist. Wir konstruieren daher einen Kérperturm

Q=G C G C--CGoy (2.7)

in der folgenden Weise: G := Q, Gaj4+1 := Gaj[z;] und Gojio 1= Gaj(T;] fur
J > 0. Dann gilt F; C Ga;_1, insbesonders ist o € Gop—1. Weiters sind die
G2 beziiglich komplexer Konjugation abgeschlossen, denn G hat diese Ei-
genschaft, und wenn G(;_1) beziiglich komplexer Konjugation abgeschlossen
ist, so ist es Gaj = Ga(j_1)[7j-1,T;-1] auch. Der Grad [G2;11 : Ga;] = 2 nach
Voraussetzung. Wenn x; Nullstelle eines Polynoms vom Grad 2 ist, dann ist
7; Nullstelle des Polynoms mit konjugierten Koeffizienten. Da G2 beziiglich
komplexer Konjugation abgeschlossen ist, ist auch [Gaj42 : G2;] = 2. Damit
ist [G2j+2 : Goj4+1] < 2, und nach Satz4list Z; aus Gg;j41 konstruierbar. Auf
den Kérperturm (2.7) kénnen wir nun den Satz 4 wiederholt anwenden, und
sehen, dass o konstruierbar ist.

Wenn wir andererseits eine konstruierbare Zahl gegeben haben, so miissen
wir uns einen geeigneten Korperturm definieren. Wenn o € 901 ist, so ist
o bereits aus irgendeinem {0,1}*) also in k Schritten konstruierbar. Da
man aus einer endlichen Menge immer nur endlich viele Punkte konstruie-
ren kann, ist auch die Menge {0,1}*) endlich. wir withlen uns eine Folge
von Mengen M; mit

{0,1}:M71CM0CM1C"'CM :{0,1}(k).

mit M; = M;_1U{z;} und z; € Mz(i)l Wir konstruieren wie im ersten Teil
des Beweises einen Korperturm

Q=G CG1C---C G

durch Gy := Q, G2j+1 = ng[l'j] und G2j+2 = GQJ[T]] fir j > 0. Hier
gilt [G2j41 @ Goj] < 2 nach Satz 2, weil die x; in einem Schritt aus M;_4
konstruierbar sind. Wir kénnen die obige Argumentation wiederholen, und
erhalten auch [Ggji2 @ Goj+1] < 2. Wenn wir im Korperturm diejenigen
Koérper G; weglassen, fiir die [G; : G;—1] = 1 gilt, so bilden die iibrigen
Korper den im Satz verlangten Korperturm. O
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Der Satz, den wir in den néchsten Kapiteln hauptséchlich brauchen werden,
ist folgender, er findet sich in Hartshorne, [7], S 245:

Satz 6. Eine Zahl « ist genau dann aus der Einheitsstrecke konstruierbar,
wenn die Ordnung der Galoisgruppe ihres Minimalpolynoms ein Potenz von
2 ist.

Beweis: Wenn « konstruierbar ist, gibt es den Korperturm
Q=R CFRC---CF>a

von Satz 5. Fiir jeden Homomorphismus o : Fj +— C betrachten wir den
Korperturm Q = o(Fp) C o(F1) C --- C 0(F)) 2 o(a). Die Grade zweier
aufeinanderfolgender Korper sind wieder 2, die Elemente von o (F},) sind kon-
struierbar. Mit F' bezeichnen wir jenen Korper, der von allen o(F}) erzeugt
wird. Der Grad der Kérpererweiterung Q C F' ist eine Zweierpotenz, die Er-
weiterung ist normal. Da alle Konjugierten von « in einem der o(Fy) liegen,
ist der Zerfallungskorper L des Minimalpolynoms von « ein Teilkérper von
F, und der Grad [L : Q] = |Gal(L : Q)| ist eine Zweierpotenz.

Wenn andererseits der Grad der Galoisgruppe G eine Zweierpotenz ist, gibt
es nach den Sylow-Theoremen, die man zum Beispiel im Buch von Patrick
Morandi, [12], Seite 247, findet, eine normale Untergruppe G von G mit
Ordnung 2. Dieses Theorem kénnen wir auch auf die Gruppe G/G; anwen-
den und so weiter, bis wir eine Kette von Untergruppen

Hd} =Gy CG1 S G2 C---C Gy

erhalten mit den Eigenschaften: Alle Gruppen G; sind in G normale Un-
tergruppen, und die Ordnung von G;/G;_; ist 2. Zu jeder Untergruppe G;
konnen wir den Fixkorper Fj,_; betrachten. Der Korperturm der F; erfiillt
dann die Bedingung von Satz [5. O

Korollar 2. Damit eine Zahl « konstruierbar ist, muss sie algebraisch sein,
und [Q[a] : Q] muss eine Zweierpotenz sein. Diese Bedingungen sind nicht
hinreichend.

Ein Mond ist daher genau dann quadrierbar, wenn sowohl beiden Radien aus
(2.1) als auch seine Fliche, das ist die Zahl von Gleichung (2.2), Gleichung
(2.3) oder Gleichung (2.4), konstruierbare Zahlen sind, also die Bedingungen
von Satz 5 und Satz 6 erfiillen.
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2.3 Der transzendente Teil

Wir gehen davon aus, dass wir einen konstruierbaren Mond gegeben haben,
also die Zahlen R und r konstruierbar sind, und untersuchen, in welchen
Féllen die Fliche des Mondes konstruierbar ist. Die Flache war, je nachdem,
welchen Mond man hat,

L=r8+R%a+Vr2—1+VR2-1. (2.8)

Anstatt L kénnen wir auch die einfachere Zahl ¢ := 23 + R?« betrachten,
da die Wurzelausdriicke nach Satz [3 konstruierbar sind.
Wir betrachten das Verhiltnis der beiden Winkel oo und 8 und setzen:
0:= s > 1, (2.9)
«
also

o = B. (2.10)

Es gilt folgender Satz:
Satz 7. Wenn ein Mond quadrierbar ist, so ist # € Q und ¢ = 0.

Daraus folgt bereits, dass es keine konvexen quadrierbaren Monde geben
kann, da hier ¢ > 0 ist. Satz 7l wurde von Kurt Girstmair 2003 in [5] bewiesen.
Den ersten Schritt zum Beweis machte Edmund Landau 1902, er schloss aus

0 algebraisch,
dass ¢ = 0 gelten muss. Wir berechnen:
¢ = 1B+ R%’a =1%o+ R%a = a(r’d + R?).

Ist ¢ # 0, so ist der Ausdruck in der Klammer nicht Null, und wir kénnen

umformen:
c

T 20+ R
Wenn 6 algebraisch wire, wire auch « eine algebraische Zahl. Wir haben
vorausgesetzt, dass der Mond konstruierbar ist, dass also sina eine alge-

braische Zahl ist. Der Satz von Hermite-Lindemann — den Landau bereits
kannte — besagt jedoch:

a

Satz 8. Fiir jedes a € C, a # 0 ist v oder e® transzendent.
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Diesen Satz findet man zum Beispiel im Buch von Peter Bundschuh, [1],
Seite 259. Daher muss im Fall 6 algebraisch ¢ = 0 gelten.

Den néchsten Schritt zur Losung des Problems ist der Satz von Gelfond-
Schneider.

Satz 9. Essein e C\ {0,1} und ¢ € C\ Q. Dann ist eine der Zahlen
7, ¢ und 7° = 887

transzendent, dabei ist log ein beliebiger Wert des komplexen Logarithmus.

Man findet den Satz in Bundschuh, [1], Seite 272. In unserer Situation ist
sin o algebraisch, und damit auch e’®. Wir setzen n := ¢®, das ist nicht
0 oder 1, da 0 < a < 7 gilt. Wenn wir 6 algebraisch, aber nicht rational
annehmen, kénnen wir ¢ := 6 setzen, und erhalten, dass

6( logn _ 602a — 62,6

transzendent ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass der Mond
konstruierbar ist, denn diese Annahme forderte sin 8 konstruierbar. Wir wis-
sen damit: Wenn 6 algebraisch ist, so ist 6 rational, und ¢ = 0 nach Satz
9l

Der letzte Schritt zum Beweis von Satz [7 ist ein Satz von Baker, der unter
anderem folgendes besagt:

Satz 10. Fiir zwei algebraische Zahlen (, 1, beide ungleich Null, gilt: Die
Zahlen log ¢ und logn sind genau dann iiber Q linear unabhéngig, wenn die
Zahlen 1, log ¢ und logn iiber den algebraischen Zahlen linear unabhéngig
sind. Dabei ist log ein beliebiger Wert des komplexen Logarithmus.

Man findet den Satz in Bundschuh, [1], Seite 280. In unserem Fall sind die
beiden algebraischen Zahlen e'® und e¢?®. Wenn wir annehmen, dass 6 irra-
tional ist, bedeutet die Gleichung 2.10, dass i« und ¢/ iiber den rationalen
Zahlen linear unabhéngig sind. Aus dem Satz von Baker folgt nun, dass die
Zahlen 1, i und ¢ iiber den algebraischen Zahlen linear unabhéngig sind.
Es gilt aber die Gleichung

c=r’8+ R,

die Zahlen ¢, R und r sind algebraische, und miissen daher alle drei gleich
Null sein. R und r waren aber die Radien, und kénnen nicht Null sein. Damit
ist der Fall 6 irrational nicht moglich, und der Satz (7] ist bewiesen.
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2.4 Die 5 quadrierbaren Monde nach Clausen 1840

Die ersten drei quadrierbaren Monde wurden bereits von Hippokrates ge-
funden, die anderen zwei von Thomas Clausen, [2], 1840. Wenn ein Mond
quadrierbar ist, ist # = m/n € Q und die Grosse ¢ = 7?3 — R?a = 0. Es gibt
einen Winkel v, sodass a = my und 8 = ny ist. Der Winkel 3 muss kleiner
als m sein. Die Bedingung ¢ = 0 formen wir um:

0=c=1r’3—- R’ —
3 = R« =
Bsin® a = asin® 3 —
<~

n~y sin?(my) = meysin?(ny)

1o

nsin?(my) = msin?(ny).
Wenn man die Wurzel zieht, findet man die Gleichung
Vnsin(my) = /msin(nvy), (2.11)

die Clausen untersucht hat. Wir wollen die 5 Fille untersuchen, in denen
Clausen die Gleichung (2.11)) durch Quadratwurzelzichen aufgelost hat. Wir
beachten, dass siny # 0 sein muss. Wir brauchen die folgenden Formeln:

sin(2y) = 2sinycosy (2.12)
sin(3y) = siny(—14 4cos?~) (2.13)
sin(5y) = siny(1 — 12cos?~ + 16 cos* ). (2.14)
Clausen fiihrte die Gleichungen auf welche mit der Unbekannten cos(27)

zuriick, da gelten die folgenden Formeln:

cos(2y) = cos®y —sin’y (2.15)
2cos’y = cos(2y) +1 (2.16)
4eos’y = (cos(2y) 4 1)? = cos?(2y) 4+ 2cos(2y) + 1 (2.17)
Arbeiten wir die Falle ab:
e I: n =2, m = 1: Die Gleichung (2.11)) hat die Form:

V2siny =sin(2y) <= mit (2.12)
= 2siny = 2sinycosy <=

— V2 = 2cos7y —
= cosy = 5,
und damit
_r
=7

Der Mond mit o« = 7 /4, § = w/2 ist quadrierbar.
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o II: n =3, m = 1: Mit den Gleichungen (2.13)) und (2.16)) erhalten wir:

V3sin(y) = sin(37) Aand
— V3sin(y) = siny(—1 + 4 cos? ) A
— V3= —-142(cos(2y) 4+ 1) = 2cos(2y) + 1,
und
-1
cos(2y) = \/52 .

Fiir v ergibt sich der Wert ~ 34,26 Grad, damit ist a ~ 34,26 Grad,
B = 102,79 Grad. Der Wert (—/3 — 1)/2 ist kleiner als -1, kann also
keinem Cosinus entsprechen.

e III: n = 3, m = 2: Hier ist v < 7/3, daher ist cosy > 0 und 2 cos(27y) >
—1. Mit den Gleichungen (2.12)), (2.13) und (2.16)) erhalten wir:

V3sin(27y) = v2sin(37)
2v/3sinvy cosy = v/2siny(—1 + 4 cos®7)
2v/3cosy = v/2(2cos(2y) + 1)

6 cos? vy = 4 cos?(2y) + 4cos(2y) + 1
3c082(27) + 3 = 4 cos?(27) + 4 cos(2y) + 1
4 cos?(27) + cos(2y) — 2 = 0,

reeey
ey

und
V33 -1

g
Fiir v ergibt sich der Wert ~ 26,81 Grad, damit ist a ~ 53,63 Grad,
B = 80, 44 Grad. Der Wert (—+/33—1)/8 ergibt einen Winkel von iiber
70 Grad, damit wire § grofler als 180 Grad, das kann nicht auftreten.

cos(2y) =

o IV:n =5 m = 1: Mit den Gleichungen (2.14), (2.16) und (2.17)
erhalten wir:

V5 siny = sin(57) =

— V5siny = siny(1 — 12 cos? v + 16 cos* ) —
<= 5=1-6(2cos(2y) + 1) +4(cos?(2y) +2cos(2y) + 1) =

= 4cos?(2y) + 2cos(2y) — 1 =
= 4c0s%(2y) +2cos(2y) =1 -5 =0,

und
Vi+4v5 -1
cos(2y) = +4\[

Fiir v ergibt sich der Wert ~ 23,44 Grad, damit ist « ~ 23,44 Grad,
8~ 117,2 Grad. Der Wert mit der negativen Wurzel ist kleiner als -1,
kann also keinem Cosinus entsprechen.
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e V:n =5 m = 3: Mit den Gleichungen (2.13), (2.14), (2.16)) und (2.17)
erhalten wir:

V5 sin(3y) = v/3sin(57) =

= V5 siny(—1 +4cos?vy) =
= /3siny(1 — 12 cos? v + 16 cos* ) —
<= /5(2cos(2y) + 1) = V3(4cos?(2y) + 2cos(2y) — 1) =

<= V3-4c0s%(27) + cos(27)(2v3 — 2v/5) — V3 — /5 =0,

und

V5 — V3 +11/20-2V15
cos(27y) = .
43
Fiir v ergibt sich der Wert ~ 16,79 Grad, damit ist a ~ 50, 38 Grad,
0 ~ 83,97 Grad. Der Wert mit der negativen Wurzel wiirde einem
Winkel entsprechen, fiir den § grofler als 180 Grad ist, das kann nicht
auftreten.

Wir haben also in allen 5 Fillen gezeigt, dass die Gleichung 2.11 durch Qua-
dratwurzeln auflosbar ist, das bedeutet, dass die Winkel ~ beziehungsweise
2+ konstruierbar sind, und die zugehorigen Monde quadrierbar.
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Kapitel 3

Etwas Algebra

3.1 Das Tschakaloffpolynom

Nach Satz [7| ist fiir einen quadrierbaren Mond notwendig, dass ¢ = r23 —
R%a = 0 ist, und § = (/a eine rationale Zahl. Wir schreiben nun § =
m/n = B/a, mit m,n € N, also ma = nf, und damit sehen wir, dass es
ein v gibt mit @ = nvy, § = m~y. Die Winkel o und (8 sind konstruierbar,
wenn 7y konstruierbar ist. Wir erinnern uns, dass ein Winkel v genau dann
konstruierbar ist, wenn die Zahlen sin~y und cos~y konstruierbar sind.

Nun betrachten wir die Bedingung ¢ = 0 und formen um:

c=0 <= 7r28=R =
<~ r?m=R»Mn <= m/sin*(my)=n/sin’*(ny) <=
= msin?(ny) — nsin®(my) =0 (3.1)

Mit dieser Gleichung hat Clausen [2] gearbeitet. Wir formen diese Gleichung
weiter um, und setzen e*? = y:

nsin?(my) — msin?(ny) =0 =
= n(e™ — T2 e — T2 = () =
2imy _ 2iny _
— (eeirz’y 1)2_m(68i;1)2:0 —
= pWDP o W2 =
ym y"
— n(y™ —1)2 —m(y" —1)%y"™ " =0 (3.2)

Diese Ersetzung findet sich zum ersten Mal in den Arbeiten von Ljubomir
Tschakaloff, im Spezialfall m = p prim in [15], im allgemeinen Fall in [16].
Dort wurde das Polynom in der Form

XM 1\? Xn—1\?
P = — xm-n .
n(X_1> m(X_1> , (3.3)
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betrachtet, also ohne die Doppelnullstelle y = 1. Das Polynom (3.3) nennen
wir daher T'schakaloffpolynom von m und n. Die weitere Vorgehensweise ist
nun, fiir alle teilerfremden m und n das Minimalpolynom von e?” — welches
das Tschakaloffpolynom von m und n teilt — zu untersuchen, und festzu-
stellen, ob es eine Galoisgruppe mit Ordnung gleich einer Zweierpotenz hat.
Diesen Fall nennen wir giinstig, wenn die Galoisgruppe hingegen einen un-
geraden Teiler besitzt, nennen wir den Fall ungiinstig. Gliicklicherweise lasst
sich der giinstige Fall meistens ausschliessen. Falls fiir ein Paar (m,n) das
Tschakaloffpolynom einen giinstigen Faktor, also einen Faktor mit giinstiger
Galoisgruppe, hat, miissen wir nachpriifen, ob dieser Faktor eine Nullstelle
der Form e?” hat, der ein Mond entspricht. Diese Arbeit wurde schrittweise
in den Arbeiten von Edmund Landau in [9] und Ljubomir Tschakaloff in
[15] und [16] angegangen. Die Ergebnisse der beiden Herren werden aller-
dings in der Arbeit [17] von Nikolaj Tschebotarew tibertroffen. Im Abschnitt
5 werde ich die Ergebnisse von [17] beweisen. Um Informationen iiber die
Galoisgruppe zu bekommen, brauchen wir noch ein paar algebraische Hilfs-
mittel.

3.2 Hilbertsche Verzweigungstheorie

Die Inhalte der nichsten Abschnitte habe ich hauptséchlich den Biichern
von Serge Lang [10] und Jiirgen Neukirch [13] entnommen. Es sei K ein
Zahlkorper, o der Ganzheitsring von K, p ein Primideal in K, das heisst ein
von 0 verschiedenes Primideal in o, L sei eine endliche Korpererweiterung
von K, mit Ganzheitsring 9. Wenn P ein Primidal in L ist mit p C P,
so sagen wir: Das Ideal B liegt iber p. Das Ideal p - O zerfillt in O in ein
Produkt von Primidealen, das heisst, es gibt eine bis auf die Reihenfolge
eindeutige Darstellung
poO =P B

Dabei sind die J3; sind genau die Primideale, die iiber p liegen. Der Exponent
e; =: e(Pilp) heiBt Verzweigungsindex von B, iiber p , und der Grad der
Korpererweiterung

[O/Bi - o/p] = fi =: [(Bilp)
heifit Tragheitsgrad von B; iiber p. Verzweigungsindex und Trigheitsgrad
haben die folgende Eigenschaft:

Lemma 1. Es sei ein Kérperturm K C L C M gegeben, mit den Primidea-
lenpCcPCcP;pC K, PCL, P C M, dann gilt:

e(P'lp) = e(F'|P)e(Plp)
und

F(B'p) = F(P'IB) £ (Blp).
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Nun wollen wir untersuchen, wie sich Primideale von Q in endlichen Erwei-
terungen K = Q[v] verhalten. Der Ganzheitsring von K sei 0. Wir miissen
zwei Félle unterscheiden, je nachdem, ob die Primzahl p den Fihrer von
Z[V] teilt oder nicht; der Fiihrer ist definiert als die kleinste natiirliche Zahl
d, fiir die d - o C Z[J] ist. Im Fall, dass p den Fiihrer nicht teilt, erhalten
wir genaue Informationen iiber die iiber p liegenden Primideale. Es gilt der
folgende Satz:

Satz 11. Es sei h € Z[X] ein normiertes, irreduzibles Polynom mit Null-
stelle ¥ € C. Wir betrachten den von 9 erzeugten Korper K := Q[¢], mit
Ganzheitsring 0. Da h normiert ist, ist 1 € 0. Nun sei p eine Primzahl, die
den Fiihrer von Z[v] nicht teilt. Es sei

h =i o, (3.4)

die Zerlegung des Polynoms h in Z/pZ[X], wobei die o; paarweise verschie-
dene irreduzible normierte Polynome in Z/pZ[X] sind. Wir betrachten nor-
mierte Polynome ®; € Z[X], fiir die ®; = ¢; mod p gilt. Dann sind die iiber
p liegenden Primideale genau die folgenden:

pi=p-o+®;(9) -0, i=1,...,7

Der Verzweigungsindex von p; iiber p ist gleich dem Exponenten e;, und der
Triagheitsgrad von p; iiber p ist gleich dem Grad deg(y;).

Beweise findet man in Neukirch, [13], Seite 50 und in Cohen, [3], Seite 197.
Fundamental bei dem Beweis ist die Tatsache, dass die Ideale p; tatséchlich
Primideale sind, und dass o/p; isomorph ist zu F,,[X]/(¢;). Letzteres Objekt
ist ein Korper, da ¢; iiber ), irreduzibel ist.

Falls die Primzahl p den Fiihrer teilt, gilt obiger Satz nicht mehr, aber
immerhin noch der folgende:

Satz 12. Es seien h, K und ¥ wie in Satz (11, und p eine beliebige Primzahl,
die auch den Fiihrer von Z[¥] teilen darf. Wenn h modulo p wie in Gleichung
(3.4) zerfdllt, so zerfillt das Ideal p - o folgendermassen:

pro=a1--ap,

die a; sind dabei so definiert: a; = p- o0+ ®;*(9) - 0. Die Polynome ®; werden
wie oben definiert. Die a; sind nicht notwendigerweise Primideale, aber sie
sind paarweise prim (das heifit a; + a; = o, fiir ¢ # j), und zerfallen in
Primideale, deren Trigheitsgrad jeweils ein Vielfaches des Grades deg(p;)
ist.
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Beweis siehe Cohen, [3], Seite 307:
Damit gilt folgender fiir uns wichtige Satz:

Satz 13. Es sei h € Z[X] ein irreduzibles, normiertes Polynom, L sei der
Zerfallungskorper von h. Dann gilt: Wenn h € Z[X] modulo einer Primzahl
p einen irreduziblen Faktor vom Grad u hat, so teilt u den Grad [L : Q)

Beweis: Wir betrachten eine Nullstelle & € C von h. Dann ist Q[a] nicht
notwendigerweise der Zerfallungskorper, aber immerhin ein Teilkérper von
L. Nach den Sétzen 11/ und [12] teilt u den Triigheitsgrad eines in Q[a] iiber
p liegenden Primideals. Da Q[a] ein Teilkorper von L ist und wegen Lemma
1 teilt u auch den Tragheitsgrad von L iiber @), und damit die Ordnung der
Galoisgruppe. O

Betrachten wir nun den Fall einer Galoisschen Korpererweiterung K C L.
Wir bezeichnen die Ganzheitsringe wieder mit o und £. Wenn wir ein Prim-
ideal p in o gegeben haben, so sind fiir alle iiber p liegenden Primideale
B; die Verzweigungsindizes e(P;|p) =: e und Trigheitsgrade f(P;lp) =: f
gleich, wir haben:

[L: K] =|Gal(L|K)|=efr.

Wenn o ein Element der Galoisgruppe G(L|K) ist, und a ein ganzes Element
von L, so ist auch o(a) ein ganzes Element. Die Gruppe G operiert auf O.
Es gilt:

o(P)No=0c(PNo)=o(p) =p,

Das bedeutet, dass auch o(%) iiber p liegt. Nun gilt der

Satz 14. Wenn 3 und £Q zwei Primideale sind, die iiber p liegen, so gibt es
ein 0 € G mit Q = o(P).

Beweis: Neukirch, [13], Seite 57.

Nun fixieren wir ein Primideal 3 von L, und betrachten die Menge der Auto-
morphismen o € G, welche B in sich selbst {iberfithren. Dies ist eine Gruppe
Gy = {0 € G;0(B) = P}, sie heit Zerlegungsgruppe von P iiber K. Der
Fixkorper der Zerlegungsgruppe heifit Zerlegungskdrper Zsg. Wir kénnen
die Gruppe G in die Menge der Nebenklassen {oGy; 0 € G} zerlegen. Wenn
{71,..., 7} ein Reprisentantensystem der Nebenklassen durchlduft, so sind
die 7;(*B) genau die iiber p liegenden Primideale. Die Anzahl der iiber p
liegenden Primideale ist der Gruppenindex (G : Gi).

Wir haben den Kérperturm

KCZ(I;CL
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mit zugehorigen Galoisgruppen
G O Gy D {1d}.

Der wichtige Punkt fiir unsere Arbeit ist, dass die Ordnung der Zerlegungs-
gruppe die Ordnung der Galoisgruppe teilt. Da wir nur einen ungeraden
Teiler der Ordnung der Galoisgruppe suchen, reicht es, wenn wir einen un-
geraden Teiler der Ordnung der Zerlegungsgruppe finden.

3.3 Konstruktion von K,

Nun wollen wir unser Problem lokalisieren. Wir haben folgende Situation:
Gegeben seien zwei algebraische Zahlkérper K C L, p eine Primzahl, und
p C P in K bzw. L iiber p liegende Primideale. Dann haben wir folgendes
Bild:

Q ¢ K c L
U U U
Z C o C 9
U U U
pZ C p C P

Das Lokalisieren geht nun folgendermassen vor sich: In Z betrachten wir das
Primideal pZ, und den Ring ,Z := {a/b;p { b}. Das ist ein lokaler Ring, er
hat nur ein einziges Primideal, nédmlich das von p erzeugte. Die Elemente
von ,Z lassen sich darstellen als a/b = p™a’/b, mit p 1 a’b, n € Ny. Nun gehen
wir iiber zum Quotientenkérper (das ist in diesem Fall QQ), dort haben die
Elemente eine Darstellung a/b = pFa’/b, mit p { /b, k € Z. Mithilfe dieser
Darstellung definieren wir eine Bewertung

v:Q — ZU{oo} (3.5)
/

pk% — k
0 — oo

Diese hat die leicht einzusehenden Eigenschaften:

v(zy) = v(z) + v(y) (3.6)
v(z +y) = minfu(z),v(y)}-

Aus der Bewertung erhalten wir einen Absolutbetrag

Il:Q — R (3.7)
a’ B
pk3 — P k
0 — 0,
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mit den Eigenschaften:

eyl = llz[[l[yl (3.8)
[z +yll < max{|[z[], |y[|}-

Ein Absolutbetrag mit diesen Eigenschaften heisst nichtarchimedisch. In Q
konnen wir nun Cauchyfolgen beziiglich dieses Betrages betrachten und Q
dann vervollstdndigen; damit kommen wir zu den bekannten p-adischen Zah-
len Qp, mit Q C Qp. Die Zahlen mit Bewertung > 0 sind die ganzen p-
adischen Zahlen Z,,.

Wir kénnen dieses Spiel aber auch mit einem Zahlkérper anstatt Q machen:
Es sei K ein Zahlkorper, o der Ganzheitsring von K und p ein Primideal in
K. Wir betrachten die Lokalisierung

p0 1= {%;aeo,beo\p}.

Der Ring po ist ein Hauptidealring mit genau einem Primideal, némlich
p - po. Ein erzeugendes Element des Primideals nennen wir Primelement.
Wir fixieren ein Primelement 7. Dann hat jedes Element a/b € ,o0 eine
Darstellung als a/b = 7"a’/b mit a’b & p, n € Nyp. Nun gehen wir zum
Quotientenkorper Quot(y0) := {a/b; a/b = 7¥a’ /b mit a'b & p, k € Z} iiber.
Wir definieren wieder eine nichtarchimedische Bewertung

vy :=vr : Quot(p0) — ZU {oo} (3.9)
/
Wk% — k
0 — o0,

und einen nichtarchimedischen Betrag mit den Eigenschaften von (3.8).
Wir betrachten Cauchyfolgen und vervollstiandigen, dann kommen wir zum
Korper K. Dieser Korper ist ein lokaler Korper. Mit o, bezeichenen wir den
Ring der Elemente mit Bewertung > 0.

Da p ein Primideal von K ist, gibt es genau eine Primzahl p € p. Es gibt
eine Injektionsabbildung

~
i)

/
na

Pz’—)p

na,

5
Das ist wohldefiniert, denn wire b € p, so wire b € p N Z = pZ, also
ein Vielfaches von p. Wir haben aber b { p verlangt. Damit ist ,Z in ,o
enthalten und Q, in K. Den Verzweigungsindex e(p|p) bezeichnen wir mit
ep. Fiir das primitive Element 7 gilt vy(7) = 1, und fiir Elemente z € Q,
gilt: vy(x) = ey - vp(x). Manchmal normiert man die Bewertung so, dass
vp(p) = 1 gilt, man dividiert also durch den Verzweigungsindex ey. Analog
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wahlt man ein Primideal f C O, das iiber p liegt, dazu eine Bewertung
vy, und bekommt den Koérper Lg, und einen Korperturm Q, C K, C Lep.
Wenn nun die Kérpererweiterung K C L eine Galoiserweiterung ist, dann ist
auch K, C Ly eine, und nach Serre, [14], II, 3, Corollary 4, Seite 31, ist die
Galoisgruppe dieser Korpererweiterung genau gleich der Zerlegungsgruppe
Gyp. Fiir unsere Untersuchung der Ordnung der Galoisgruppe von K iiber
Q konnen wir also auch die Erweiterung K, iiber Q, betrachten.

3.4 Eigenschaften von K,

Wenn wir eine Galoissche Korpererweiterung K C L gegeben haben, kénnen
wir uns Primideale p C ‘B wéhlen, und die Kérper K}, und Lsg betrachten.
Der Einfachheit der Bezeichnungen halber schreiben wir L anstatt Lg und
K anstatt K. Es gilt [L : K] = n = ef, wobei e = e(*B|p) der Verzwei-
gungsindex von ‘P iiber p ist, und f = f(P|p) der Trigheitsgrad von P
iiber p. Da K und L nur ein Primideal besitzen, kénnen wir anstatt Ver-
zweigungsindex von ‘B iiber p auch Verzweigungsindex von L iiber K sagen,
wir schreiben e(L|K) := e(B|p). Wenn wir eine Erweiterung Q, C K be-
trachten, ist der Verzweigungsindex von K definiert als e(K|Q,). Analoge
Bezeichnungen verwenden wir fiir den Tragheitsgrad.

Nach Koblitz, [8], Seite 67 gilt nun: Es gibt einen Zwischenkérper K’ zwi-
schen K und L, mit folgenden Eigenschaften: [K' : K] = f = f(K'|K) =
f(L|K), e(K'|K) = 1, und K’ wird von einer primitiven (pf — 1)ten Ein-
heitswurzel ¢ erzeugt. Fiir den Ganzheitsring einer solchen Korpererweite-
rung gilt nach Neukirch, [13], Seite 166: O g+ = 0[(]. Das Primideal p von K
bleibt auch in K’ ein Primideal.

Fiir die Erweiterung K’ C L gilt [L : K'| = e = e(L|K) = e(L|K’),
f(LIK")y =1, und L = K'[r] = K|[(, 7|, wobei 7 ein Primelement ist.

Jede endliche Korpererweiterung K C L von lokalen Korpern hat daher die
Form

L=K[(,7] (3.11)

mit den obigen Eigenschaften. Das Minimalpolynom von 7 iiber K’ ist ein
Fisensteinpolynom, das ist ein Polynom

X4+ a X+ +ae1 X + a., (3.12)

wobei alle a; Elemente des Primideals p von K’ sind, a. & p2.

Jedes Element x € 7Z, kann man eindeutig darstellen als x = ag + pa1 +
p2as + ..., wobei die a; Zahlen zwischen 0 und p — 1 sind. Diese Zahlen sind
ein Représentantensystem von Z,/pZ,. Man kann aber jedes beliebige Re-
priasentantensystem zur Darstellung der Zahlen aus Q, wéhlen. Eines sind
die Teichmiillerziffern, das sind Représentanten a; € Z, mit der Eigenschaft
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a’i7 = a;. Modulo p sind die Teichmiillerziffern alle verschieden. Teichmiiller-

ziffern gibt es auch bei Erweiterungen von Q,, es gilt folgender Satz, den
man in Koblitz, [8], Seite 68 findet:

Satz 15. Es sei K = Q,[(, ] eine Korpererweiterung von Q, wie oben, mit
Trigheitsgrad f. Dann gilt: Jedes & € K lésst sich eindeutig darstellen als

oo

7

T = g a;m’,
i=m

m € Z. Dabei sind die a; € 0 und es gilt aipf = q.

Die a; kann man daher als Teichmiillerziffern auffassen. Weiters gilt nach
Gouvéa, [6], Seite 144 : = € 0 & vp(x) > 0, also 0 = Zy[(, 7).

3.5 Das Newtonpolygon

Ein niitzliches Instrument zur Untersuchung von Galoisgruppen ist das New-
tonpolygon. Gegeben sei eine endliche Koérpererweiterung K von Q, mit
Primideal p, Bewertung v, wie in (3.9) und Primelement m, ein Polynom
f € K[X], L sei der Zerféllungskoérper von f mit Primideal 3, Bewertung
vy und Primelement II. Den Verzweigungsindex von L iiber K bezeichnen
wir mit e. Wir normieren die Bewertung vy so, dass vg(7) = e gilt. Wenn
wir ein Polynom

f=a+aX+ - +a,X" e K[X]

mit aga, # 0 gegeben haben, betrachten wir zu jedem Term a; X’ mit
a; # 0 den Punkt (7,vp(a;)). Dann bilden wir die untere konvexe Einhiillen-
de der Punktmenge {(0,vp(ao)), (1,vp(a1)), ... (n,vp(an))}. Auf diese Weise
entsteht ein Polygonzug, den wir das Newtonpolygon zu f nennen.
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(1, vp(an))

(07 UP(CLO) .

Y

° (.77 Up(aj))

(i7vp(ai))

Das Polygon ist aus einer Folge von Strecken S7,Ss,.... Jede Strecke soll
eine echt grossere Steigung als die vorhergehende Strecke haben, das bedeu-
tet, dass auch mehrere Punkte auf einer Strecke liegen diirfen. Es gilt der
folgende Satz:

Satz 16. Es seien K C L und die iibrigen Bezeichnungen wie oben, und
f=act+a1 X+ -+apX", aoan # 0 ein Polynom iiber dem Koérper K. Dann
gilt: Besitzt das Newtonpolygon eine Strecke mit der Steigung —m € Q, die
von den Punkten (7, vy(a,)) und (s, vy(as)) begrenzt wird, so besitzt f genau
s —r Nullstellen ay,...,as—, € L mit der Bewertung

vp(ar) = -+ = vp(as—y) = me.

Der Beweis findet sich in Neukirch, [13], Seite 151.

Nun ist die Zahl m im Allgemeinen keine ganze Zahl, sondern eine rationale
Zahl. Die Bewertung vy war aber, wenn wir uns an (3.9) erinnern, eine
Abbildung nach Z U co. Daher muss die Zahl me eine ganze Zahl sein. Es
gilt folgendes Korrollar:

Korollar 3. In der Situation von Satz[16 gilt: Wenn im Newtonpolygon die
Steigung m = a/b, a,b € Z teilerfremd, auftritt, so teilt b den Verzweigungs-
index e und damit auch die Ordnung der Galoisgruppe G(L|K).
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Kapitel 4

Wichtige Bezeichnungen

Hier werden wir einige Bezeichnungen definieren, die wir in den n#chsten
Kapiteln immer wieder brauchen. Sie werden dort zwar meist nochmals de-
finiert, und wir werden erliutern, wozu wir sie brauchen, aber da sie recht
h#ufig vorkommen, stellen wir sie hier separat zusammen.

Fiir a,b,k € N schreiben wir a*||b wenn a*|b gilt, aber a**! 1 b.

Die Zahlen m und n sind teilerfremde, natiirliche Zahlen, mit m > n. Wenn
m einen ungeraden Teiler hat, bezeichnen wir ihn mit p, einen ungeraden
Teiler von n mit ¢, es gelte p¥||m und t*1|[n. Wenn m oder n gerade ist,
sei A der 2-Exponent von mn, das heifit 2*|mn. Fiir eine Primzahl ¢ sei
M, = Qq[v/mn], den Kérper Q[/mn] nennen wir M.

Das Tschakaloffpolynom zu m und n ist

xm—1\? X" —1\?
P:zP(m,n):zn(X_1> —m(X_1> xXmn, (4.1)

Das Polynom (X — 1)2P nennen wir T
T:=T(m,n):= (X —1)2P=n(X"-1)? —m(X" - 1)2X™™"  (4.2)
Falls mn ungerade ist, ist (m —n)/2 € N, und wir kénnen das Polynom

f= (X7 1) = o - X

€ M[X] (4.3)

definieren, es ist ein Teiler von T'. Eine Verwechslung mit dem im Abschnitt
3.2 eingefithrten Triagheitsgrad ist nicht zu befiirchten. Im Fall mn gerade
betrachten wir die Polynome

sz_l ? X2n_1 ? 2m—2n

und

Q= Q(m,n) = (X2~ 1)’R = n(X*™ —1)? —m(X*" - 1)2X2m=")_ (4.5)
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Q@ hat den Teiler

fo = (X" —1)~ \/T(X% —1)X™ " e M[X]. (4.6)

Es sei v der zum Paar (m,n) gehorige Winkel, wie am Beginn von Abschnitt
3.1 eingefiihrt. Dann bezeichnen wir das Minimalpolynom von e?? — bezie-
hungsweise im Fall mn gerade das Minimalpolynom von e?¥ — {iber M mit
g. Nullstellen von f bzw. fg bezeichnen wir mit y, solche von g — die auch
welche von f bzw. fg sind — mit . Wir schreiben y = ¢ + am®, wobei 7 ein
primitives Element des Zerfallungskorpers von f bzw. fg iiber M, ist, und
Yy = €t + a;7%, wobei 7 ein primitives Element des Zerfallungskorpers von f
bzw. fo iiber M; ist.
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Kapitel 5

Der Fall m und n ungerade

Nun kommen wir zu den Ergebnissen von Nikolaj Tschebotarew vom Arti-
kel [17] aus dem Jahre 1934. Gegeben sei ein Paar ungerader teilerfremder
natiirlicher Zahlen m > n, welche einen Mond charakterisieren, wie am An-
fang von Abschnitt [3.1] erklidrt. Wir erinnern uns an Gleichung (3.3), das
Tschakaloffpolynom zu m und n. Die Zahl €?* ist Nullstelle des Tscha-
kaloffpolynoms. Wir wollen die Galoisgruppe dieses Polynoms untersuchen.
Um leichter rechnen zu kénnen, multiplizieren wir das Polynom mit (X —1)?
und erhalten folgendes — dem Tschakaloffpolynom &hnliche — Polynom:

T:=T(m,n) =n(X™—1)% —m(X" - 1)2X™", (5.1)

Wir betrachten T als Polynom iiber Q, fiir geeignete p, und finden in Ab-
schnitt 5.1 einen Teiler f von T iiber einer quadratischen Korpererweite-
rung von Q,,, némlich iiber M, = Q,[y/mn]. Der Verzweigungsindex des
Zerfallungskorpers iiber Q, wird uns Informationen iiber m liefern (Ab-
schnitte 5.2 und 5.3). Danach untersuchen wir das tatséchliche Minimalpo-
lynom g von €27 iiber Q[v/mn], welches wir dann wieder als Polynom iiber
M, betrachten. Dadurch schrénken wir die moglichen Kandidaten fiir m auf
eine kurze Liste, siche Bemerkung 5.4} ein. In Abschnitt [5.5/ untersuchen wir
T mit Hilfe des Newtonpolygones und einer dhnlichen Argumentation wie
in Abschnitt 5.2 fiir eine andere Primzahl, und erhalten Einschrinkungen
fir n. In Abschnitt 5.6 untersuchen wir das Tschakaloffpolynom P. Zuerst
behandeln wir die Klasse von Féllen mit m = 2* + 1 prim, n = 1. Dann
bleibt nur noch eine endliche Anzahl von Féllen iibrig. Diese schliessen wir
durch explizite Berechnungen mit KANT, [11], und MAPLE aus.

Es sei p ein Primteiler von m, es gelte: m = pFmq, mit (my1,p) = 1. Wir
betrachten 7" als Polynom {iber @, und untersuchen die Ordnung der Ga-
loisgruppe des Zerfallungskorpers. In Q) ldsst sich leichter rechnen, aber es
bleibt immer noch geniigend Information iiber den Grad der Galoisgrup-
pe, um die meisten Félle ausschlieen zu konnen. Wenn wir zeigen koénnen,
dass T beziehungsweise der irreduzible Teiler, der das Minimalpolynom von

31



e?" ist, eine Galoisgruppe mit ungeradem Grad hat, so wissen wir, dass der
zugehorige Mond nicht quadrierbar ist.

5.1 Der Korper M,

Zuerst betrachten wir das Polynom T iiber dem Korper M), := Q,[/mn], es
zerfallt in die zwei Polynome

fr=X"—-1- \/E(X” X" (5.2)

n

und

Xmo14 | Bxr - X (5.3)
n

Diese beiden Faktoren (5.2) und (5.3) liegen bereits in Q[mn|[X]. Daraus
koénnen wir ersehen, dass \/mn Element des Zerfillungskorpers von T ist,
da y/mn eine Summe von Produkten der Nullstellen von T ist. Q[v/mn] ist
daher ein Unterkorper des Zerfiallungskorpers von T iiber Q.

Nun sei L der Zerféllungskorper von f iiber Q,, O, der Ganzheitsring, py,
das Primideal und 7 ein Primelement, das heisst py, = 7 - O7.

Wir wollen nun mit Hilfe des Verzweigungsindex von L iiber Q, Aussa-
gen iiber die Galoisgruppe machen. Nach (3.11) im vorigen Paragraphen
haben wir L = Q,[¢, 7], wobei ¢ eine (p/ — 1)-te Einheitswurzel ist. Da-
bei ist f der Trégheitsgrad von L iiber Q,. Den Trigheitsgrad werden wir
nicht oft bené6tigen, eine Verwechslung mit dem Polynom f ist wohl auszu-
schliessen. Um zu den gewiinschten Resultaten zu kommen, erweitern wir
nun den Zerfiallungskérper L mit einer geeigneten Einheitswurzel ¢/, sodass
der erweiterte Korper alle m;-ten Einheitswurzeln enthélt, und nennen ihn
der Einfachheit halber wieder L. Wie oben ist m = pFm;. Die Erweiterung
Qp[¢, ¢'] wird von einer (p! - 1)-ten Einheitswurzel erzeugt, so, dass gilt:
my|p/ =1 Durch diese Vergrosserung des Korpers verdndert sich zwar der
Trégheitsgrad, aber der Verzweigungsindex bleibt gleich. Das von 7 erzeugte
Ideal bleibt auch im grésseren Korper ein Primideal, wir nennen es wieder

b
5.2 Der Verzweigungsindex e = ¢(L|Q,)

Wir wollen nun das Polynom f im Kérper Or /pr, betrachten. Da \/? even-
tuell kein Element des Ganzheitsringes von L ist, \/mn jedoch schon, be-
trachten wir n- f. Dies macht aber fiir die Berechnungen keinen Unterschied,
dan & py, ist. Es gilt:

nf=nX"-1)=n(X" —1)"" mod py, (5.4)
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denn Oy /pr, hat die Charakteristik p, und daher sind die Binomialkoeffizi-
enten (p:) fiir » € {2,...,p* — 1} alle gleich Null. Es sei y eine Nullstelle
von f. Wir stellen y mithilfe der Teichmiillerziffern, vergleiche Satz [15], dar,
y:=ag+ am+ asm? + .. .. Das fassen wir zusammen zu y = €+ an®, mit
e=uap,a¢prund s > 1. Es gilt: y = £ in O /pr. Wir fassen die Kongruenz
(5.4) als Gleichung in Oy, /p;, auf und erhalten durch Einsetzen von y:

— k

[y =0=(E" =17,

also
g™ —1=0 mod py.

Die Teichmiillerziffern # 0 sind genau die Losungen der Gleichung X Pl
iber Q,. Diese Gleichung hat lauter verschieden Nullstellen, auch modulo
7, wegen 7|p 1 p/ — 1. Wir haben L so konstruiert, dass m1|p/" — 1 gilt, also

xr o= (x™ - 1)U,

fir ein U € Q,[X]. Es gibt daher m; verschiedene m;-te Einheitswurzeln in
L, diese sind auch modulo 7 verschieden, wegen 7 { my. Wire nun ¢ keine
m1-te Einheitswurzel, so ware € Nullstelle von U, und modulo 7 gébe es
mq + 1 verschiedene mi-te Einheitswurzeln. Das kann nicht sein. Daher gilt
g™ —1 =0 in LY Diese Eigenschaft ist spiter noch wichtig, darum war es
notwendig, die Einheitswurzel ¢ zum Kérper L zu adjungieren.

Um nun Informationen iiber den Verzweigungsindex e = e(L|Q,) zu ge-
winnen, setzen wir y = € 4+ an® in das Polynom (5.2)) ein, und betrachten
jene Summanden, in denen der Exponent von 7 minimal ist, beziehungswei-
se deren Bewertung minimal ist. Da f(y) = 0 ist, muss es zwei minimale
Exponenten geben, damit sie sich wegheben kénnen. Wir erhalten:

m m., . m—n
0 = y"—1—y/ (' -1y = = (5.5)

m—n

= (e+ar®)™—-1)— \/T((S +ar®)" = 1) (e +an®) 2

Um die Bewertungen der Binomialkoeffizienten abschéitzen zu kénnen, be-
nutzen wir ein Lemma.

! Auf diese Identitéit kommt Tschebotarew auch. Allerdings ganz ohne zu sagen, in wel-
chen Koérpern und welchen Kérpererweiterungen er operiert. Die Existenz eines geeigneten
€ nimmt er einfach an, anstatt von Primidealen zu sprechen, schreibt er meist ,,modulo
\/p". Dafiir schreibt er an einer anderen Stelle ,= 0 mod ,/p“, wo eigentlich eine simples
= 0 stehen sollte. Herauszufinden, in welchem Koérper Tschebotarew eigentlich rechnet,
war ein kniffliges Stiick Arbeit.
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Lemma 2. Es sei p eine Primzahl, m € N mit p¥||m,k > 1 und m = p*m;.
Dann gilt fiir r < p*:

e =), (5.6

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber r:

Fiir 7 = 1 haben wir p°||r, und (T) = (”f) = m, p¥||m. Wir nehmen an, dass

die Aussage (5.6) fiir > 1 gilt, und betrachten:

(ﬁl) - (72)?;;

Wir unterscheiden 3 Falle:

e ptrund pfr+ 1. Dann gilt nach (5.6): p*||(""), weiters p t m —r
wegen p { 7. Damit haben wir insgesamt p” || (Tﬁl).

e Es gibt ein [ > 0 mit p'||r, » = p'r1. Daraus folgt p { r + 1, aus (5.6)
folgt p*~1|("), und m —r = p'(p*~'my —ry), also p!||m — n, insgesamt
haben wir p*[|(,.7,).

e Es gibt ein [ > 0 mit p'|r + 1. In diesem Falle gilt p { 7 und daher
ptm—r, nach (5.6) gilt p*||("), insgesamt p*~|| (7))

Im Fall » = p* haben wir somit p { (T) Dies ist also das kleinste r mit
pt(7)- [

Zu Berechnung der Bewertungen der Summanden von (5.5) werden wir die
Bewertung v, betrachten. Wir normieren v, so, dass v,(m) = 1 und da-
mit v;(p) = e gilt. Im ersten Term y” — 1 von Gleichung (5.5) haben wir
Summanden der Form

(T) e "a*m™, re{l,...,m}.
Wegen v, (ag) = 0 ist der Faktor €™ "a® uninteressant. Wenn r < p" ist,
jedoch keine Potenz von p, so kénnen wir r anschreiben als r = pt 4/, 7/ < p.
Nach dem Lemma 2 ist vy (("")) = ek und v ((7")7"*) = ke+rs. Andererseits
ist vw((ﬁ) 7P'5) = (k — l)e + p's, also kleiner. Wenn wir die Summanden mit
minimaler Bewertung suchen, kénnen wir von denen bis zum p*-ten jene
weglassen, bei denen r keine Potenz von p ist. Fiir den p*-ten Summanden
gilt Uﬂ((;ﬁ)) = 0 nach Lemma 2, und damit vﬂ((ﬁ)ﬁpks) = pFs. Fiir alle
anderen Terme (7')7"™ mit r > p* ist v ((7")7"*) > p¥s. Wenn wir nun die
Summanden mit moglicherweise kleinster Bewertung hinschreiben, erhalten
wir:
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Jm 1= (a1 =
=em+ (T)e™ tans 4+ - + (Zl)em_papﬂps +---+
+(;g)5m—p2ap2ﬂp28 4o (ﬁ)gm—p’“apkwp’“s R

Die Summanden €™ und —1 heben sich weg. Als Kandidaten fiir die mini-
malen Exponenten von 7 erhalten wir folgende Liste:

ke +s,(k—1)e+ps,(k—2)e+p°s,...,(k—1)+p's,...,p5s (5.7)
Beim zweiten Term gestaltet sich die Rechnung wegen p t n einfacher:

m—n

VE((e+ar®)" —1) (e +an®) 2 =
=/Z(+ (Netans +--- = 1) (72 +...).

Es gilt: ve (/%) = ¢ Wir miissen zwei Fille unterscheiden:

e Falls ¢™ =1 ist, haben wir als minimalen Exponenten % + s,
e Falls e # 1 ist, ergibt sich %

Da der Ausdruck (5.5) gleich Null ist, miissen mindestens zwei der Expo-
nenten gleichzeitig minimal sein. Entweder sind zwei Elemente aus der Liste
(5.7) minimal, oder eines aus der Liste und und das vom zweiten Term. Wir
wollen unsere Untersuchung mit dem Fall beginnen, dass zwei aus der Liste
gleich sind. Dann haben wir:

(k—i)e+p's = (k—(i+D))e+pTls =
—e = =

wobei ¢ und [ kleiner als & sind, da die beiden Ausdriicke Elemente der Liste
(5.7) sind. Weiters muss bei dieser Gleichung [ = 1 gelten, denn die beiden
Elemente (k —i)e + p's und (k — (i +1))e + p'*'s sind minimal. Wire [ > 1,
so wiirde gelten:

sl —p) < elk—i—1—k+itl)=e(l—1)=
7 l_l
=P -p) < P -DI-1) =
—lp-lp < P -p-l4+1—=
—p+l < Ip+1,
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und das ist nicht moglich, wenn [ > 1 ist. Da wir angenommen haben, dass
zwei Elemente aus der Liste (5.7) die minimalen Exponenten sein sollen,
haben wir auch

. k
(k—i)e—i—splg%%—s,

woraus man sieht, dass ¢ grosser sein muss als k/2. Wir haben in diesem
Falle fiir den Verzweigungsindex e Kandidaten der Form sp‘(p — 1), i > 0.
Da der Verzweigungsindex die Ordnung der Galoisgruppe teilt, heisst das,
dass hier die Galoisgruppe einen ungeraden Teiler, ndmlich p, besitzt, und
der Fall ist ungiinstig.

Im giinstigen Fall muss also ein Element der Liste (5.7) minimal sein, und
mit ek/2 bzw. ek/2 + s {ibereinstimmen.

Im Fall e™ # 1 ergibt sich

%:(k—l)ejLspl(:)

= ek +i-k)=s=
! )
_ _sp_ __ 2sp

= €= T"k2 = 2k

mit [ < k. Da p' grosser ist als 21 — k gilt p! t 21 — k, daher muss p|e gelten,
der Fall ist auch ungiinstig.

Es bleibt als letztes der Fall €™ = 1, und ein Element aus der Liste (5.7) muss
minimal sein, und mit ek/2 + s iibereinstimmen. Da m und n teilerfremd
sind, folgt aus € = €™ = 1 schon:

e=1. (5.8)

Das halten wir als Bemerkung fest:

Bemerkung 5.1. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) giinstig, haben alle
Nullstellen von f die Form: y =1+ an® € L.

Weiter gilt:
k
%+s: (k —1)e+ sp',
wieder mit [ < k. Man sieht man sofort, dass auch [ > k/2 gelten muss,
sonst wére die rechte Seite der Gleichung grofler. Wir formen um:

e +1—k)=sp—s =

s(p'=1) _ 2s(p!=1)

= €= T=k/2 T T2k

Dass hier anscheinend ein Bruch steht, obwohl der Verzweigungsindex eine
natiirliche Zahl sein sollte, braucht uns nicht zu storen: Tatsichlich steht
hier eine ganze Zahl, der Nenner kiirzt sich weg.

Es gilt:
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Bemerkung 5.2. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) giinstig, hat der
Verzweigungsindex e = e(L|Q),) die Form:

2s(pt — 1
e:SQ(lp_k), mit k>1> k/2.

5.3 Welche Primfaktoren kann m haben?

Wir wollen untersuchen, in welchen Fillen das e von Bemerkung 5.2 nur
gerade Faktoren enthélt. Dazu miissen wir Fallunterscheidungen treffen:

e [ =1: Dann ist auch £k = 1 und e = 2s(p — 1). Damit dies eine gerade
Zahl ist, muss p = 2% 4+ 1 eine Fermatsche Primzahl sein. Wir haben
den moglichen Fall

p=2"+1, p|m, e=2"s. (5.9)

e [ = 2: Hier kann k£ die Werte 2 oder 3 annehmen.

— k=2: Wir haben 2l —k =2, und e = s(p> — 1) = s(p+1)(p—1).
Da fiir p # 3 entweder p + 1 oder p — 1 durch 3 teilbar ist, bleibt
als Kandidat fiir einen giinstigen Fall nur p = 3. Insgesamt ergibt
sich der Fall

p=3, 3*|m, e=S8s. (5.10)

— k = 3 Hier ergibt sich e = 2s(p+ 1)(p — 1). Wieder muss p = 3
sein, wir haben den Fall

p=3, 33||m, e=16s. (5.11)

e | = 3: Hier haben wir

e=2s =35

-1 (p-1)@p*+p+1)
6—k 6—k '

Der Faktor p? + p + 1 ist ungerade und grésser als 6, daher kann er
nicht weggekiirzt werden. Somit ist der Fall ungiinstig.

e [ > 3, [ ungerade:

=1 _, e-DF"+ +p+1)
20— k 20— k '

Der Faktor p'~! 4+ .- + p + 1 ist wieder ungerade, und er ist grosser
als 21, also ist der Fall ungiinstig.
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e [ > 3, [ gerade mit einem ungeraden Faktor t > 3, | = ut,

20—k 2 — k

e =2s

Auch hier ist der Faktor p*(*~1) 4 ... 4+ p# + 1 ungerade. Wir schéitzen
ab:

pu(t—1)+...+pﬂ+1:pﬂ(pﬂ(t—2)+...+1)+1 >
>t —2) At 1) > pra ST = prpEED >
> 9u =200 5 9 — 21 > 20 — k.

Daher hebt sich der Faktor nicht weg, der Fall ist ungiinstig.

o [=2% a>1

2&—2

_ 9 +1)...(p+D(p-1)
20 — k 20 — k '

Dies sind « + 1 Faktoren im Zahler. Wir unterscheiden 2 Falle:

— Mindestens « dieser Faktoren haben einen ungeraden Faktor > 3,
der Ausdruck im Zihler ist also grosser als 3¢, und weiter gilt
3% > 2% =1[ > 2] — k, auch dieser Fall ist ungiinstig.

— Zwei Faktoren sind Zweierpotenzen, p26 +1=2">2=p> £1.
Es gilt:

P 1= )T T 1= ()T 1) 07 )07 - 1),
Daher gilt

Y £1p? —1,
und weiters:

28

P +1- (P - 1) =2

Dies ist nur dann moglich, wenn v = 0 und p = 3 ist. Als Zwi-
schenergebnis haben wir fiir den giinstigen Fall:

3% —1

20—k -

e=2s

Wir wollen nun die geraden Faktoren von 3% — 1 suchen. Es gilt
fur t > 1:

32 41=03"4+1=9""+1=12" +1=2 mod 4.
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Das bedeutet, dass diese Zahl zwar durch 2, aber nicht durch 4
teilbar ist. Wir faktorisieren:

32 _1=(3""4+1) - (PZ+1)EB+1)B-1).
Jeder der ersten o — 1 Faktoren ist genau durch 2 teilbar, der

vorletzte Faktor ist 4, der letzte 2, also ist der ganze Ausdruck
genau durch 2272 teilbar. Fiir den ungeraden Anteil gilt:

a

32" -1
2a+2

32" 1 > 2%2at2

> 2% [=1>2 -k <

Das ist erfiillt fiir @ > 1, und wir haben wieder einen ungeraden
Faktor, der sich nicht weghebt. Dieser Fall ist auch ungiinstig.

Wir haben damit vorldufig 3 Moglichkeiten fiir giinstige Fille, ndmlich (5.9),
(5.10) und (5.11) gefunden.

Bemerkung 5.3. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) giinstig, gilt: Wenn
p ein Teiler von m ist, mit p*|m, dann liegt einer der drei Fille

p:2u+]~; ]{,’:1, e:2us;
p =3, k=2, e=38s;
p=3, k=3, e=16s;

Vor.

Wir wissen nun: Wenn m zu einem quadrierbaren Mond gehort, ist m von
der Form:

m= 3kp1p2 e Py pi=2%+1, p; prim, k < 3. (5.12)

5.4 m hat nur einen Primfaktor, oder m = 459

Fiir die Rechnungen in diesem Abschnitt benétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3. Es sei P € Q[X], K ein quadratischer Zahlkérper. Wenn P
einen irreduziblen Teiler R € K[X] mit deg(R) = r hat, dann hat P einen
iiber Q irreduziblen Teiler vom Grad r oder 2r.

Beweis. Es sei K = Q(+/d). Wir schreiben P = R- R/, mit R € K[X].
Wenn R € Q[X] ist, so ist R bereits der gesuchte Teiler, er ist irreduzibel
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vom Grad r. Falls jedoch R ¢ Q[X] ist, also Koeffizienten aus Q(v/d)\Q
besitzt, betrachten wir den nichttrivialen Automorphismus o von K, er ist

gegeben durch
\/& — —\/Z{ U’Q = 1d.

Dieser Automorphismus setzt sich auf K[X] fort durch Operation auf den
Koeffizienten. Es gilt: P = o(P) = o(R- R') = o(R)o(R’). Wir sehen, dass
auch o(R) ein Teiler von P iiber K ist. Nun betrachten wir das Polynom
S := Ro(R). Dann gilt:

0(S)=0(Ro(R)) =c(R)R =S,

daher ist S € Q[X]. Das Polynom S ist irreduzibel iiber Q, denn wenn es
iiber Q in zwei Faktoren zerfallen wiirde, so miisste es auch iiber K in diese
zwei Faktoren zerfallen. Uber K hat S aber nur die beiden Faktoren R und
o(R), die sind nicht in Q[X]. Daher ist S irreduzibler Teiler von P vom Grad
2r. ]

Wir betrachten nun den irreduziblen Teiler g von f, der das Minimalpolynom
von y ist, und zwar sei g das Minimalpolynom von y iiber M = Q[/mn]
(und nicht iiber M, = Q,[y/mn]). Wir untersuchen seinen Grad und werden
damit weitere Moglichkeiten fiir m ausschlieflen. Es gilt ¢|f, sogar

f
- 5.13
I\ 1> (5.13)
da f die Nullstelle 1 besitzt. Es gibt also ein h € M[X] mit f = g - h iiber
M. Diese Beziehung gilt auch iiber M,, und damit auch tiber Or,. Modulo
7 bekommen wir

g-h=F=(X™ -1 =(Xx -1 .U

Wegen p { m; hat X™ — 1 lauter verschiedene Nullstellen, das Polynom U
hat 1 nicht als Nullstelle. Andererseits besitzt g, wie wir in Bemerkung (5.1
festgestellt haben, im giinstigen Fall nur Nullstellen, die kongruent 1 mod w
sind. Wir schliessen daraus: g|(X — 1)P", wegen (5.13) auch (X — 1)P* -1,
damit: deg(g) < p* — 1.

e Im ersten Fall von Bemerkung 5.3 haben wir £ = 1 und e = 2(p —
1)s. Alle Nullstellen z; von g haben die Form z; = 1 + a;7% = 1 +
a;w¢ 2P=1) Das Polynom g hat daher die Form g = H?igl(g) (X —(1+
a;w® 2(P=1))) Wenn wir Y = X — 1 schreiben, ergibt sich fiir den
konstanten Term

deg(g) . ¢ de(g) 1°819)
a;m2e-1) =g 20-1 a;. (5.14)
1

=1 1=
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Das muss aus M), sein, das Minimalpolynom von 7 iiber M, hat laut
Gleichung (3.12) und wegen e(M,|Q,) = 2 den Grad e/2. Daher ist
deg(g) > p — 1, und insgesamt gleich p — 1.

= 8s gilt:

e Im zweiten Fall von Bemerkung 5.3, p = 3, &k = 2, e
pF—1, insgesamt

e(M,|Qp,) = 1 wegen 3%||m, daher ist deg(g) > 8 =
wieder: deg(g) =p* —1=8.

e Im dritten Fall von Bemerkung 5.3/ist e(M,|Q,) = 2, und deg(g) > 8,
es bleiben die Fille deg(g) = 8 oder deg(g) = 16.2

Wenn m nun mehrere Primteiler hat, so kann dies nur sein, wenn eine Kom-
bination des ersten und des dritten Falles vorliegt, da im Fall IT deg(g) = 8
gilt, und dies mit deg(g) = p — 1 unvertréglich ist. Zwei verschiedene Prim-
zahlen vom ersten Fall konnen auch nicht auftreten, da diese Primzahlen
den Grad von g festlegen. Es bleibt also nur der Fall deg(g) = 16, p = 17,
m = 33 - 17 = 459. Insgesamt ergeben sich die Félle:

Bemerkung 5.4. Ist mn ungerade und der Fall (m, n) giinstig, kann m nur
eine der folgenden Formen haben, und fiir deg(g) gilt:

m=p=2+1, pprim, deg(g)=p—
m=29, deg(g) = 8;
m =27, deg(g) = 8 oder 16;
m =459 = 17 - 27, deg(g) = 16.

Im Fall p=2"+1ist f/(X — 1) irreduzibel, und nach Lemma [3/ auch P.

5.5 Einschriankungen fiir n

Nun untersuchen wir, welche Bedingungen n erfiillen muss, damit der zu-
gehorige Mond quadrierbar sein kann. Wir schreiben n = t*ing, tF1|n, t
prim, k1 > 1. Dies ldsst den Fall n = 1 unberiicksichtigt.

Wir betrachten den Kérper M, := Q;[/mn]|, dariiber das Polynom

f=(xm-1)-

m m—n
—(X"-1)X
(X - 1)x™3

2Tschebotarew schreibt in seinem Artikel:

Ist aber p = 3,k = 3, so kann man aus der Figur 2 ablesen, dass die [...]
Wurzeln einen 8-gliedrigen und zwei 9-gliedrige Zyklen bilden.

Er schliesst so den Fall deg(g) = 16 und damit m = 459 mithilfe eines Bildes aus, dessen
Bedeutung mir aber leider nicht klar ist. Diese Stelle war die einzige im Artikel von
Tschebotarew, wo nicht nur der Rechenweg unklar geblieben ist, sondern auch das Ergebnis
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wie in (5.2)), die Nullstelle y, den Zerfallungskorper Ly := My[(;, 7]. Wir
schreiben e; := e(L{|Q;), und normieren die Bewertung v, so, dass v,(n) =
e = v (7¢) gilt. Wie vorher in Abschnitt (5.1) erweitern wir L;, sodass L,
auch ni-te Einheitswurzeln enthalt.

Wenn wir hier das Newtonpolygon von f wie in Abschnitt 3.5/ beziiglich ¢
betrachten, erhalten wir folgendes Bild:

Wir sehen, dass nach dem Satz 16/ f genau n Nullstellen y mit v.(y) = 0
hat — da ist auch die triviale Nullstelle y = 1 dabei, — und jeweils (m —n)/2
mit Bewertung

k1/2 k
# = +e, 1
(m—mn)/2 m—n
Wenn das Minimalpolynom g eine Nullstelle  mit v, (x) # 0 hat, konnen wir
Korollar 3] anwenden, welches besagte: Wenn im Newtonpolygon die Stei-
gung m = a/b, a,b € 7Z teilerfremd, auftritt, so gilt b teilt e. In diesem Fall
darf (m — n) daher nur ungerade Teiler haben, die auch in k; vorkommen.?

vr(y) = Ley

5.5.1 Der Fall v, (z) =0

Falls g eine Nullstelle 2 mit v, (z) = 0 hat, setzen wir = an als x = g, + AT5.
Anstatt f betrachten wir hier
m m—n

fo=rr(Wn) g = rorWVm (xm ) — 7oV 2(X - 1) X T, (5.15)
n

Dieses Polynom iiber Oy, reduzieren wir nun modulo 7.

~ m—n

f=(X"—1)X"2

n

=(Xx™ -1 x "

3Die hier folgenden Rechnungen bis ans Ende des Kapitels finden sich fast alle auch im
Artikel von Tschebotarew. Allerdings nicht explizit, und auch nicht in einer systematischen
Form. Er untersucht die moglichen Félle anhand der verschiedenen m. Anhand welcher
Kriterien er die Fille sortiert, ist nicht offensichtlich. Auch die Tatsache, dass er keinen Fall
iibersehen hat, erforderte ein tiefgehendes Studium des Artikels, und ich war mir eigentlich
erst im Nachhinein sicher, dass nichts fehlt. Wann immer er ein Ergebnis beziiglich n
braucht, schreibt er es hin, aber meist ohne néhere Erkldrung, woher das Ergebnis kommt.
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Wenn wir wie in Abschnitt (5.2) T einsetzen, erhalten wir 7% = g = 1
und damit wieder e = 1.
Nun setzen wir x in \/nf ein, und erhalten:

0=vn(E™+mem AT ... — 1)+ (5.16)

V(e + e TATS 4 (Z)g%tiﬁti +o=1)(5 2 +...).

Wir suchen wieder die minimalen Exponenten von 7, aus dem rechten Term
erhalten wir eine Liste von moglichen minimalen Exponenten, &hnlich zu
(5.7):

kieg + S, (ki — e + 1S, ..., (ky — 1) +'S,...,t"8S. (5.17)

Falls hier zwei Exponenten minimal sind, ergibt sich wie oben, dass der Fall
ungiinstig ist. Genauso kénnen wir den Fall € # 1 ausschliessen. Es gilt
daher wie in Abschnitt (5.2):

Bemerkung 5.5. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) giinstig, t¥1||n gilt:
Falls g eine Nullstelle z = ¢; + A7% mit v, (z) = 0 hat, ist ¢ = 1, und fiir ¢
gibt es folgende drei Moglichkeiten:

t=2" 4+ 1prim, k=1, e=2"S;
t=3, k1=2, e=38S,;
t =3, ki =3, e=169.

Diese Bedingungen an n nennen wir schwache Bedingungen fiir n.

Um zu einer stédrkeren Bedingung fiir n zu kommen, brauchen wir folgendes
Lemma:

Lemma 4. Es sei L eine endliche Korpererweiterung von Q,, mit Ganz-
heitsring O, Primideal pz, und primitivem Element 7. Es sei f € L[X] von
der Form f = f; + 7Tikfg, mit & > 0 und f1, fo € Or[X] normiert. Wenn es
ein normiertes Polynom g € O [X]| mit g|f {iber L[X] gibt, dann gilt iiber
Or/pr: B

gl f2.

Beweis: Es gilt: f = gh in L[X], fiir ein geeignetes h. Wenn wir diese Glei-
chung mit 7% multiplizieren, erhalten wir 7*f = 7*f; + fo = ghn®. Dabei
sind 7% f und g € O [X], daher ist auch 7%h € O [X]. Wenn wir modulo
reduzieren erhalten wir

fo=gr*h, und damit g|fy iber Op/pr.

43



O]

e Wenn g nur Nullstellen mit v,(z) = 0 hat*, so sind alle diese = €
O, und damit ist das Minimalpolynom ¢ ein normiertes Polynom
in O [X]. In dieser Situation kénnen wir das Lemma anwenden, und
zwar mit fi = X™ — 1 und fo = (X" — 1)X(™"/2, Wir erhalten
g/(X™ — 1)X(m=7)/2 Nach Bemerkung /5.5 hat g nur Nullstellen mit
e =1, also gilt sogar g|(X™ — 1), iiber O, /py, gilt:

X" 1=x"m 1= (xm oM = (x - )My,

wobei U wieder nicht 1 als Nullstelle hat, und es gilt: deg(g) < tF* —1,
das —1 kommt wieder von der trivialen Nullstelle von f. Genau wie in
Abschnitt 5.4 erhalten wir gemeinsam mit der schwachen Bedingung
fir n:

Bemerkung 5.6. Ist mn ungerade und der Fall (m,n) giinstig, t*! ||n
gilt: Wenn g nur Nullstellen mit v-(x) = 0 hat, gelten folgende Bedin-
gungen fiir ¢t und den Grad von g:

t=2%41prim, k=1, deg(g)=2";
t=23, k1 =2, deg(g) =8;
t =3, k1 =3, deg(g) = 8 oder 16.

Diese Bedingungen an n nennen wir die starken Bedingungen fiir n.

Dies starken Bedingungen miissen erfiillt sein, wenn g nur Nullstellen
mit Bewertung 0 hat. Dies ist der Fall, wenn (m—n) ungerade Faktoren
hat, die nicht auch in k; vorkommen.

Wenn m = 27 ist, haben wir laut Bemerkung 5.4 deg(g) = 8 oder 16,
daher erfiillt nur n = 17 die starke Bedingung, n = 5 scheidet aus. Ein
n mit 3|n ist nicht teilerfremd zu 27.

Im Fall m = 459 erfiillt keine teilerfremde Zahl die starke Bedingung
fir n.

e Wenn g sowohl Nullstellen mit Bewertung 0 als auch mit Bewertung #
0 hat, muss n die schwache Bedingung von Bemerkung 5.5 erfiillen, und
(m—n) darf nur ungerade Faktoren haben, die auch in k; vorkommen.
Dass beide Arten von Nullstellen auftreten, ist sicher der Fall beim = 9
und bei m = 2% + 1 prim, n # 1, denn hier ist nach Bemerkung

4Diese Untersuchung, nach den Bewertungen der Nullstellen, hat Tschebotarew nicht
oder zumindest nicht explizit gemacht. Das machte es schwierig, einzusehen, ob seine
Argumentation vollsténdig ist.
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5.4 das Polynom f irreduzibel. Im Fall m = 9 bleiben nur mehr die
Félle n = 5 und n = 1 zu untersuchen, da 7 die schwache Bedingung
nicht erfiillt, und 3 nicht teilerfremd zu 9 ist. Zur Untersuchung der
moglichen giinstigen n im Fall m = 2% + 1 prim stellen wir zuerst
fest, dass n nicht aus mehreren Primfaktoren bestehen kann. Wegen
der schwachen Bedingungen fiir n von Bemerkung 5.5/ hat n héchstens
einen Primteiler, der n mehr als einmal teilt, ndmlich 3. Wére nun
n=t-r(tr)=1,t prim, r > 1, so multiplizieren wir das Polynom
f mit einer geeigneten Potenz von 7¢ = 7, sodass w := n+/(m/n)
Bewertung 0 hat. Modulo 7 bekommen wir dann

nf=wX"-1)X"7 =wX —-1)X"7
Wie in Abschnitt 5.4/ schlieffen wir, dass X" — 1 lauter verschiedene
Nullstellen hat, und erhalten

nf=(X-1D)UX"T mod T, (5.18)

wobei U nicht die Nullstelle 1 besitzt. Hier hétte f dann Nullstellen,
die weder € = 1 entsprechen, noch Bewertung 0 haben, daher kann der
Fall nicht giinstig sein. Wir untersuchen nun die Fille, in denen n nur
einen Primteiler besitzt:

— n=2%+1 prim. Es ist k1 = 1, daher muss m —n = 2% — 2% eine
Zweierpotenz sein, das geht nur im Fall w = v/+1. Da aber m und
n Primzahlen sind, sind u und «’ selbst schon Zweierpotenzen,
also muss gelten: v/ =1, u = 2, und

m=>5 und n=3. (5.19)

Dies ist einer der giinstigen Fille.

— n=9=2341. Hier ist k; = 2, wieder muss m — n eine Zweier-
potenz sein, 2% — 23 = 23(2u=3 — 1), damit u — 3 = 1, also u = 4
und m = 17.

— n = 27. Hier kann entweder m — n eine Zweierpotenz sein, oder
(m —n)/3. Im einen Fall wire 2% +1 — 27 = 2 und 2% — 2% =
2v'(2u=v" — 1) = 26, damit v/ = 1, m = 29, das ist keine Fermat-
sche Primzahl. Im anderen Fall ergibt eine &dhnliche Rechnung
2v'(2u—v" — 3) = 26, wieder v/ = 1 und m = 33, das ist nicht
einmal prim.

Insgesamt bleiben uns fiir m = 2“ +1 nur die Félle n = 1 und m = 17,
n=29.

e Wenn ¢ nur Nullstellen z mit v-(x) = +(m —n)/k hat, so ist deg(g) <
m —n, denn f hat nur m — n Nullstellen mit Bewertung # 0.
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Im Fall m = 27 ist deg(g) = 8 oder 16, also n < m — 8. Es bleiben
die Félle n = 11 und n = 19 zu untersuchen. Die Werte n = 23 und
n = 25 erfiillen zwar die Bedingung, dass m — n eine Zweierpotenz
ist, allerdings nicht die schwache Bedingung fiir n von Bemerkung 5.5l
Daher kénnen diese beiden Fille nicht giinstig sein.

Im Fall m = 459 ist deg(g) = 16, damit muss n < m — 16 sein, es
bleiben die Félle n € {203,331, 395,427,433}. Die Fille n = 451 und
n = 455 erfiillen wieder die schwache Bedingung fiir n nicht.

5.6 Die Erledigung der restlichen Fille

56.1 m=p=2"+1,n=1

Jetzt betrachten wir das Polynom 7" von Gleichung (5.1) tiber Z/2Z. Wir
erhalten:

n(X™m -1 —m(X" —1)2X" " = (XM +1)2 + (X" + 1)2X™ " =

S[XM 414+ (X" DX TP = (XM X" X 4 1)2 =
=[(X"2" +1)(X"7" +1))2 mod 2. (5.20)

Im Fall m = p = 2%+ 1, n = 1 ist das Polynom f/(X — 1) von Gleichung
(5.2) nach Bemerkung 5.4 irreduzibel, und nach Lemma 3 auch das Tscha-
kaloffpolynom. Daher kénnen wir Satz [13| anwenden, der lautete: Wenn ein
irreduzibles, normiertes Polynom modulo einer Primzahl einen irreduziblen
Faktor vom Grad u hat, so teilt u die Ordnung der Galoisgruppe. Das Tscha-
kaloffpolynom und auch das Polynom 7' miissen also modulo jeder Primzahl
in irreduzible Faktoren zerfallen, deren Grade Zweierpotenzen sind. Modulo
2 erhalten wir: -

T=[(X"" +1)(X"T +1)2 (5.21)

Der Fall
m=3n=1 (5.22)
liefert einen quadrierbaren Mond.
1

Sei nun m > 3. Wir betrachten das Polynom ¢ := x5 t1e Fy[X]. Wegen
p=2"+1,u=2">1ist (p+1)/2=1 mod 2, und ¢’ = EEL X" = X"z
daher hat ¢ keine mehrfachen Nullstellen. Wir untersuchen nun die Grade
der irreduziblen Teiler von ¢, dazu verwenden wir folgendes Lemma:

Lemma 5. Sei x € Fo[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad d. Dann gilt:
x| X2 — X iiber Fo[X], und x { X2* — X mit d’ < d.

Beweis. Es sei z eine Nullstelle von . Die von z erzeugte Kérpererweiterung
von Fy hat 2¢ Elemente. Daher gilt: 22 = z fiir alle Elemente von Fy [z],
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und somit y|X 2 _ X. Wiirde x auch ein Polynom der Form X 2% _ X mit
d < d teilen, so wiire ord(z) < 24 und somit z kein erzeugendes Element
von Foa. O

Es zerfalle ¢ in verschiedene Polynome 1); € Fo[X], die jeweils als Grad
eine Zweierpotenz d; haben, das bedeutet: wi|X2di — X. Wir bezeichnen
mit d das Maximum der d;. Da alle d; Zweierpotenzen sind, ist d auch
das kleinste gemeinsame Vielfache der d;. Es gilt: ¢|X 2 x , und ¢ teilt
kein Polynom vom selben Typ mit kleinerem Exponenten. Wir haben somit:
o= X2 41 = X2 1 X (X2 — 1) diber Fp, also o] X271 — 1,
sowohl u als auch d sind Zweierpotenzen. Damit diese Teilbarkeit bestehen
kann, muss gelten: 241 +1]2¢ — 1 in Z. Es gilt: 24! +1]22(v=1) — 1. Da d
minimal war, gilt: d < 2(u — 1). Andererseits ist natiirlich d > u — 1. Wére
d=(u—1)+r,r<u-—1,so hitten wir:

vy | bt g —gulyr (vl 112 -1 =
(vt 4 1)2m — 2" — 1,

damit 2¢71 + 1]2" + 1, das ist unmoglich wegen r < u — 1. Somit gilt:
d =2(u—1). Da d und u Zweierpotenzen sind, muss v = 2 und d = 4 gelten,
wir erhalten den Fall

m=>5n=1. (5.23)

Auch das liefert einen quadrierbaren Mond. Alle anderen Félle m = p =
2" + 1 prim, n = 1 sind ungiinstig.

56.2 m=9,n=1

Hier zerfillt das Tschakaloffpolynom iiber Q in zwei irreduzible Faktoren,
namlich

B4 a2 (132t L

Der Faktor mit dem Summanden (1 — 3)z* hat eine Galoisgruppe mit der
Ordnung 384, der mit dem Summanden (1 + 3)z* eine mit Ordnung 128.
Wir substituieren hier z := z + 1/z, das bedeutet (wenn wir uns an die
Ersetzungen vom Anfang des Kapitels erinnern) z = 2 cos(2), wobei v eine
reelle Zahl war. Wir erhalten die Gleichung

z4+z3—3z2—2z+4,

diese hat nur komplexe Nullstellen, daher beschreibt diese Gleichung keinen
Cosinus eines Winkels, und der Gleichung entspricht kein Mond.

Ab hier habe ich MAPLE bemiiht, um das Tschakaloffpolynom modulo einer
geeigneten Primzahl in irreduzible Faktoren zu zerlegen.
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56.3 m=9,n=>5

Das Tschakaloffpolynom ist nach Bemerkung 5.4/ und dem Lemma 13|irredu-
zibel, daher auch iiber QQ, und modulo 7 zerfillt es in je 2 Polynome vom
Grad 2 und 6, also ist der zugehorige Mond nicht quadrierbar.

56.4 m=17,n=9

Hier ist wie im vorigen Fall das Tschakaloffpolynom irreduzibel. Modulo 5
zerfallt es in ein Polynom vom Grad 12 und in 2 vom Grad 10. Daher ist
auch dieser Fall ungiinstig.

5.6.5 Die restlichen Fille

Im Fall m = 27 miisste f einen irreduziblen Teiler vom Grad 8 oder 16
haben, das Tschakaloffpolynom also einen Faktor vom Grad 8, 16 oder 32.
Als Kandidaten fiir n haben wir einerseits n = 17, dies erfiillt die starke
Bedingung fiir n von Bemerkung 5.5, und andererseits sind n = 11 oder
n = 19 moglich, wie wir am Ende von Abschnitt 5.5 berechnet haben. Auch
der Fall n = 1 wurde noch nicht untersucht. Im Fall m = 459 miisste das
Tschakaloffpolynom einen Teiler vom Grad 16 oder 32 haben, da deg(g) = 16
errechnet wurde, als Kandidaten fiir n haben wir nur die am Ende von
Abschnitt 5.5/ gefundenen, und n = 1.

Es bietet sich an, die Ergebnisse der Rechnungen in Form einer Tabelle zu
prasentieren. In die Spalten tragen wir die Werte m, n und den berechneten
Grad des Minimalpolynoms g ein, dann eine geeignete Primzahl, modulo der
das Polynom P in Primfaktoren zerfillt, aus denen sich kein Polynom des
Grades von g zusammensetzen lisst. In die letzte Spalte schreiben wir die
Grade der irreduziblen Faktoren von P modulo p. Die Tabellen sehen dann
SO aus:

’ m ‘ n ‘ deg(g) ‘ D ‘ P zerfillt in Polynome der Grade: ‘
27 1| 8 oder 16 5| 6,6, 40

Der Ubersichtlichkeit halber habe ich die Tabellen in den Anhang verfrach-
tet. Die fiir den Fall mn ungerade steht auf Seite 68 In keinem der Fille
ist ein Teiler vom gewiinschten Grad moglich, es gibt daher im Falle m und
n ungerade nur die drei giinstigen Fille (5.19), (5.22) und (5.23)), mit den
zugehorigen Werten

m=25, n=23;
m=3, n=1; (5.24)
m=25, n=1.
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Kapitel 6

Der Fall m ungerade, n
gerade

Die Fille, in denen mn gerade ist, wurden von Anatolij Dorodnow im Jahr
1947 in [4] behandelt. Die Arbeit zitiert die Ergebnisse von Nikolaj Tsche-
botarow, dann folgen zwei Listen von Féllen. Die Liste fiir den Fall n gerade
wird abgearbeitet, die fiir den Fall m gerade umfasst 80 Paare (m,n). Wo-
her diese Paare kommen, warum gerade diese Paare quadrierbare Monde
charakterisieren konnen, und warum sie es dann doch nicht tun, ist nicht
genauer erkliart. Eigentlich war nicht viel Neues in dieser Arbeit zu finden,
das wesentlichste Ergebnis ist vielleicht das von Bemerkung|7.3, welches aber
auch bereits aus den Ergebnissen von Tschebotarew folgt.

6.1 Ein neues Polynom fiir mn gerade

Im Fall mn ungerade haben wir in 5.1 das Polynom
T :=T(m,n) =n(X" —1)? = m(X" - 1)2X™™" (6.1)

betrachtet, welches iiber Q[/mn| in zwei gut zu behandelnde Polynome
zerfallen ist. Hier ist aber m — n eine ungerade Zahl, das Polynom zerfillt
nicht mehr so. Um trotzdem &hnlich rechnen zu kénnen, ersetzen wir in T
die Variable X durch X?2. Wenn wir uns an Abschnitt 3.1 erinnern, bedeutet
das, dass nicht e?” Nullstelle des Polynoms ist, sondern . Dann erhalten
wir folgendes Polynom, wir nennen es Q):

Q :=Q(m,n):= n(X2m — 1)2 — m(XQ" — 1)2X2m_2n. (6.2)

Wenn wir das Polynom ohne die zwei Doppelnullstellen £1 betrachten, er-
halten wir

X2m_1 2 X2n_1 ? 2m—2n
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Q zerfallt in zwei Polynome, wir betrachten

fo=X""—1- ﬁ(}@” — X", (6.3)

Im Interesse der Versténdlichkeit der Parallelen der Rechnungen iiberneh-
men wir alle Bezeichnungen aus dem Kapitel 5.

6.2 Primfaktoren von m

Nun betrachten wir den Fall, dass m ungerade ist, und n gerade. Es sei
m = pFmy wie im vorigen Kapitel, p prim, p¥||m und M, := Q,[/mn]). Wir
konnen genau die selbe Rechnung wie im Abschnitt 5.2] durchfithren, und
erhalten als Ergebnis:

Bemerkung 6.1. Ist n gerade und der Fall (m,n) giinstig, gilt fiir den
Verzweigungsindex e := e(L|Q)):

2s(p' — 1)
it > )
e= = k>1>k/2

Im vorigen Kapitel hatten wir die Nullstelle von fg mit y = e+am® angesetzt,
und in Gleichung (5.8) aus €™ = €™ = 1 auf € = 1 geschlossen. Hier haben
wir e2™ = £2" = 1, daraus folgt

2 =1, (6.4)

das bedeutet:

Bemerkung 6.2. Ist n gerade und der Fall (m,n) giinstig, gilt fiir die
Nullstellen y von f: y = £1 4+ an®.

Wir erhalten fiir die Primfaktoren von m dieselbe Liste wie in Bemerkung
5.3. Es gilt daher folgende Bemerkung;:

Bemerkung 6.3. Ist n gerade und der Fall (m,n) giinstig, bestehen fiir
Primteiler von m mit p¥||m und den Verzweigungsindex e folgende Moglich-
keiten:

p=2%4+1; k=1, e=2%s;

p =3, k=2, e=38s;

p =3, k=3, e=16s.
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Wir betrachten eine Nullstelle ¥y von @, und das Minimalpolynom g von y
iiber Q[/mn]. Hier gilt g|fo/(X?—1), da fq die trivialen Nullstellen +1 und
-1 besitzt. Wir schreiben wie in Abschnitt 5.4: fg = gh in Mp[X], betrachten
das als Relation iiber O, und modulo 7 ergibt sich:

fo= (X — 1y = (X + 1) (X - 1)U
Da die Nullstellen von g den Werten 41 entsprechen, haben wir:
deg(g) < 2p* —2=2(p" — 1),
anstatt deg(g) < p* — 1 im Abschnitt /5.4

eImFall k =1, p =2"+1gilt e = 2(p — 1)s. Wieder ist deg(g) >
p — 1. Hier bleiben zwei Moglichkeiten fiir den Grad von g, ndmlich
2% und 2%*!. Es kann daher m auch zwei verschiedene Primfaktoren
haben, 2% + 1 und 2%*! + 1. Allerdings miissen sowohl u als auch
u+ 1 Zweierpotenzen sein, das ist nur der Fall, wenn v = 1 und damit
m = 3 -5 =15 ist. Es bleiben die Félle
— m =15, deg(g) =4
— m = 2%+ 1, prim, deg(g) = 2% oder deg(g) = 2“1
e Im Fall p = 3, k = 2 gilt e = 8s, 8 < deg(g) < 2(3%2 — 1) = 16, also
deg(g) = 8 oder deg(g) = 16. Das ergibt die Fille
— m =9, deg(g) = 8 oder deg(g) = 16.
—m=9-5=145 deg(g) =8
—m=9-17 =153, deg(g) = 16
e Im Fall p = 3, k = 3 ist e = 16s, 8 < deg(g) < 2(27 — 1) = 54, es
bleiben die drei Moglichkeiten 8, 16 und 32 fiir den Grad von g. Fiir
m bleiben die Félle
— m = 27, deg(g) = 8 oder deg(g) = 16 oder deg(g) = 32
— m=27-5=135, deg(g) =8
— m=27-17 =459, deg(g) = 16 oder deg(g) = 32

Insgesamt ergibt sich:
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Bemerkung 6.4. Ist n gerade und der Fall (m,n) giinstig, muss m aus
folgender Liste sein:

m = 2%+ 1 prim, deg(g) = 2% oder 2¢+1;

m =9, deg(g) = 8 oder 16;

m = 15, deg(g) = 4;

m = 27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32;
m=9-5=45, deg(g) = 8;
m=27-5=135, deg(g) =38;
m=9-17=153, deg(g) = 16;

m = 27-17 =459, deg(g) = 16 oder 32.

6.3 Der Fall n # 2

Wir betrachten gesondert die Félle, in denen n eine eine Zweierpotenz ist
oder nicht. In diesem Abschnitt habe n einen ungeraden Primfaktor ¢t mit
thr ln, k1 >1,n= t*1n1. Der Fall n = 1 kann nicht auftreten, da n gerade ist.
Wir betrachten wie in Abschnitt 5.5 das Newton-Polygon von fg beziiglich
t und erhalten:

(0,0) ‘ (2m, 0)

(m—n, ) (m+n—%)

Das ergibt nach dem Satz 16 je m —n Nullstellen mit Bewertung +k;/2(m —
n), und 2n Nullstellen mit Bewertung 0, hier sind auch die trivialen Null-
stellen +1 dabei.

Falls ¢g eine Nullstelle © mit Bewertung v,(z) = 0 hat, so hat  die Form
x = & + Ar%. Mit den selben Rechnungen wie in Abschnitt 5.5 erhalten
wir: €2 = 1, und es ergeben sich wieder die schwachen Bedingungen fiir n
beziehungsweise fiir den ungeraden Teiler ¢ von n:

Bemerkung 6.5. Ist n gerade und der Fall (m,n) giinstig, gilt: Falls g eine
Nullstelle mit Bewertung 0 hat, muss jeder ungerade Primteiler ¢ von n mit
tk1||n aus folgender Liste sein:

t=2"41prim, k=1 e=2¥5S;
t=3, k=2, e=38S;
t =3, k=3, e=16S.
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Analog zur Rechnung vor Bemerkung 5.6/ kénnen wir auch folgende starke
Bedingungen fiir n berechnen:

Bemerkung 6.6. Ist n gerade und der Fall (m,n) giinstig, gilt: Wenn alle
Nullstellen von g die Bewertung 0 haben, so muss jeder ungerade Primteiler
t von n mit t*||n aus folgender Liste sein:

t=2%4+1prim, k=1, deg(g)=2" oder 2v'*1;
t =3, k1 =2, deg(g) =8 oder 16;
t=3, k1 =3, deg(g) =8 oder 16 oder 32.

Weiters ist m —n ungerade. Wenn Nullstellen mit Bewertung # 0 auftreten,
muss laut Korrollar i3l m — n ein Teiler von k; sein. Untersuchen wir nun,
welche Paare (m, n) im Fall m ungerade, n gerade mit ungeradem Primfaktor
auftreten konnen. Arbeiten wir die Liste von Bemerkung 6.4/ ab:

e m =2+ 1, prim, deg(g) = 2% oder 2¢*!: Den Fall n = 2% = m — 1 be-
handeln wir im néchsten Abschnitt. Falls (m—n)|k; gilt, ist m—n < kq,
und wegen p*i|n < m ist k1 < u. Es gibt allerdings nur 2(m —n) Null-
stellen mit Bewertung ungleich 0, und der Grad des Minimalpolynoms
g ist grofer als 2(m — n). Daher miissen auch Nullstellen mit Bewer-
tung 0 auftreten, und die schwache Bedingung von Bemerkung 6.5 fiir
n erfiillt sein. Dies bedeutet, dass k1 < 3 ist, und daher auch m—n < 3
gelten muss. Im Fall n = m — 2 ist n ungerade, und im Fall n = m — 3
gibt es keine n, die die schwache Bedingung erfiillen.

e m =9, deg(g) = 8 oder 16: Hier gibt es tiberhaupt keine kleineren,
geraden, zu m teilerfremden Zahlen mit einem ungeraden Primfaktor.

e m = 15, deg(g) = 4: Hier ist 14 die einzige Zahl, die kleiner, gerade
mit ungeradem Primfaktor und zu m teilerfremd ist. Wegen deg(g) = 4
und m — 14 = 1 gibt es Nullstellen mit Bewertung 0, aber 14 erfiillt
die schwache Bedingung fiir n nicht.

e m = 27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32: 26 erfiillt die schwache Bedin-
gung nicht, die starke Bedingung fordert 5|n oder 17|n. Es bleibt zu
untersuchen: n = 10, deg(g) = 8 und n = 20, deg(g) = 8. 17|n kann
wegen 34 > 27 nicht auftreten.

e m = 45, deg(g) = 8: 44 erfiillt die schwache Bedingung nicht, die
starke wiirde 3|n oder 5|n fordern, das ist nicht teilerfremd zu m.

e m = 135, deg(g) = 8: 134 = 2 - 67 erfiillt die schwache Bedingung
nicht, die starke wiirde 3|n oder 5|n fordern, das ist nicht teilerfremd
zZu m.
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e m = 153, deg(g) = 16: 152 = 8 - 19 erfiillt die schwache Bedingung
nicht, die starke wiirde 3|n oder 17|n fordern, das ist nicht teilerfremd
zu m.

o m = 459, deg(g) = 16 oder 32: 458 = 2 - 229 erfiillt die schwache
Bedingung nicht, die starke wiirde 3|n oder 17|n fordern, das ist nicht
teilerfremd zu m.

6.3.1 Die zwei moglichen Fille

Im vorigen Abschnitt haben wir nur zwei Paare (m,n) gefunden, die mogli-
cherweise einem quadrierbaren Mond entsprechen, ndmlich die Paare (27, 10)
und (27,20). In beiden Fillen miifite das Polynom R einen Teiler vom Grad
8 besitzen.

e n = 10: Modulo 19 zerfillt das Polynom R in zwei Faktoren vom Grad
52.

e n = 20: Modulo 23 zerféllt das Polynom R in je zwei Faktoren der
Grade 2 und 50.

In beiden Fillen kann also kein Teiler vom Grad 8 auftreten, die Fille sind
ungiinstig.

6.4 Der Fall n =2}

Fiir die m aus der Liste von Bemerkung 6.4, m # 2% + 1 werden wir wieder
KANT, [11] bemiihen. Fiir m = 2% + 1, n = 2 erhalten wir folgendes
Newton-Polygon fiir fg beziiglich 2:

(0,0) { (2m, 0)

(m—n,—%) (m—l—n,—%)

Weiters wissen wir, dass der Grad des Minimalpolynomes g gleich 2* oder
2u+1ist. Den Fall n = m — 1 untersuchen wir im nichsten Abschnitt. Anson-
sten ist m —n ungerade, und wegen n < (m—1)/2 folgt m—n > (m—1)/2 >
A. Damit wissen wir, dass (m — n)/\ keine Zweierpotenz ist, g hat daher
nur Nullstellen mit Bewertung 0. Von denen gibt es allerdings nur 2n Stiick,
und da sind die trivialen £1 auch dabei. Es muss also gelten:

2% < deg(g) < 2n—2=2 M1 _9

aber das ist wegen uw > A unmoglich.
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6.4.1 m=2"+1 prim, n =2"

Hier wissen wir aus Bemerkung 6.4, dass das Polynom R entweder irreduzibel
sein muss, oder dass es einen irreduziblen Teiler vom Grad m—1 haben muss.
Dorodnow argumentiert folgendermassen: Analog zu unserer Rechnung in
Abschnitt 5.2 zur Gewinnung von Information iiber den Verzweigungsindex
hat bereits Tschebotarew die gleichen Berechnungen durchgefiihrt. Dorod-
now hat die Ergebnisse iibernommen, allerdings hat Tschebotarew nicht
direkt den Verzweigungsindex e betrachtet, sondern den Bruch s/e, den er p
nennt. Darum stehen bei Tschebotarow und Dorodnow Briiche. Im Bereich
der Argumentation des Falles m = 2% 4+ 1, n = 2% schreibt Dorodnow:

Aber unter ihnen [den auftretenden p = s/e| gibt es die Werte
2i— A 1
= =+—.
22 -1 "7 2m_n)

Der erste sagt aus, dass ¢ = A = 1 sein muss, und der zweite
verlangt, dass m — n=1. Endgiiltig haben wir

p

m =3, n=2.

Was bedeutet nun diese Aussage? Wenn wir das mit der Rechnung im
nichsten Kapitel, Aussage (7.10) vergleichen, sehen wir, dass wir dort eine
analoge Bedingung gefunden haben. Dort ist zwar m gerade und n ungerade,
aber auch im Fall m = 2“+1, n = 2" stimmt das Ergebnis, da es Nullstellen
mit Bewertung = 0 geben muss. Wir haben allerdings festgestellt, dass aus
der Bedingung (7.10) nur folgt, dass nicht ein Element aus der Liste (7.4)
und A/2 minimal sein kénnen, sondern eben zwei Elemente aus der Liste
(7.4). (Genau im Gegensatz zum Kapitel 5, wo p eine ungerade Primzahl
war, und eben nicht zwei Elemente aus der Liste minimal sein konnten.)
Es scheint mir daher nicht gerechtfertigt zu sein, einen Verzweigungsindex
der Form % vorauszusetzen. Die Argumentation Dorodnows halte ich
nicht fiir stichhaltig. Es kann natiirlich sein, dass auf der Hand liegt, warum
der Verzweigungsindex in dieser Form auftreten muss, aber in Anbetracht
dessen, dass sich auch echte Fehler in Dorodnows Arbeit finden, halte ich
einen Fehler auch hier fiir moglich. Daher scheint dieses Teilproblem noch
ungelost.
Der Fall

m=3,n=2 (6.5)

liefert einen giinstigen Mond. Im Fall m = 5, n = 4 hat das Polynom P eine
Galoisgruppe der Ordnung 384. Fiir die Félle m = 17 und m = 257 zerlegen
wir das Polynom R und erhalten diese Tabelle:

’ m ‘ n ‘ deg(g) ‘ D ‘ R zerfillt in Polynome der Grade: ‘
17| 16 | 16 oder 32 7 | viermal 2 und zweimal 28
257 | 256 | 256 oder 512 | 17 | je zweimal 10, 18, 24 und 460
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Wenn hier R einen Teiler vom gewiinschten Grad hétte, so hat die Galois-
gruppe nach Satz (13| einen ungeraden Teiler, die beiden Félle sind also auch
nicht giinstig. Der Fall m = 65537, n = m — 1, und alle anderen Fille, wo
m eine Fermatsche Primzahl ist, bleiben unerledigt.

6.4.2 Die restlichen Fille von Bemerkung 6.4

Hier zerlegen wir die jeweiligen Polynome R(m,n) modulo geeigneter Prim-
zahlen in irreduzible Polynome. Wir wissen, welchen Grad das Minimalpo-
lynom g haben muss, daher muss R nach Lemma 3| einen Teiler vom selben
oder doppelten Grad haben. Im Fall m =9 ist deg(g) = 8 oder 16:

e n = 2: Dieses Polynom ist irreduzibel, und modulo 7 zerfillt das
Poynom R in je 2 Polynome vom Grad 2 und 14. Also teilt 7 die
Ordnung der Galoisgruppe, der Fall ist ungiinstig.

e n = 4: Hier zerfillt R iiber Q in zwei Polynome vom Grad 16, beide
zerfallen aber modulo 11 in Polynome vom Grad 2, 4 und zweimal 5.

e n = &8: Auch dieses Polynom ist irreduzibel, und modulo 5 zerfillt das
Poynom R in je 2 Polynome vom Grad 2 und 14.

Fiir die restlichen Fille machen wir wieder eine Tabelle, siehe Anhang, Seite
69. Alle Fille sind nicht giinstig.
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Kapitel 7

Der Fall m gerade, n
ungerade

Nun habe m die Form m = 2*m;. Im Fall, dass m einen ungeraden Prim-
faktor hat, greifen wir auf die Berechungen von Abschnitt 6.2 zuriick, und
erhalten

Bemerkung 7.1. Ist m gerade, m keine Zweierpotenz, und der Fall (m,n)
glinstig, so kann m nur folgendermassen ausschauen, und fiir den Grad von

g gilt:

m =29, deg(g) = 8 oder 16;

m =215, deg(g) = 4;

m = 2). 27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32;
m=2".9.5=2".45, deg(g) = 8;
m=2".27-5=2".135 deg(g) = 8;
m=2".9-17=2".153, deg(g) = 16;
m=2".27-17 =2 -459, deg(g) = 16 oder 32;
m=2" (2" + 1), deg(g) = 2* oder 2uT1;

wobei 2% + 1 prim ist.

Um zu untersuchen, welche Einschrinkungen fiir A gelten, werden wir die
Rechnung, die wir in Abschnitt 5.2! fiir einen ungeraden Teiler von m durch-
gefithrt haben, um Informationen iiber e(L|Q,) zu erhalten, fiir die Zahl 2
durchfithren. Wir untersuchen e := e(L|Q2), dazu betrachten wir das Poly-
nom fg von Gleichung (6.3)) tiber dem Korper My := Q2[/mn| und erhalten:

fo:=X""—1- ﬁ(XQ” — X", (7.1)
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Wieder sei y := ¢ 4 an® eine Nullstelle von fg, 7 ein primitives Element des
Zerfallungskorpers L von fg, und a und € seien nicht aus dem Primideal py,.
Wir setzen y in fg ein, reduzieren modulo 7, und erhalten wie in Abschnitt
0.2k

g™ =1 (7.2)

Wir setzen wieder y in fg ein, und untersuchen, bei welchen Summanden
der Exponent von 7 minimal werden kann:

= ((e+ar®)?—1) - \/T (e + ar®)2 = 1) (e + an®)™ ™.

Fiir den linken Teil erhalten wir analog zur Rechnung von 5.2, allerdings
mit A 4+ 1 anstatt k, folgende Liste fiir den minimalen Exponenten:

A+ De+s,...,A+1=De+2s,...,2 s, (7.4)
Der rechte Teil schaut folgendermassen aus:

VE((e+ar®)? —1) (e +ar®)™ " = (7.5)
= /Z(e™ 4 2ne™ Lan® + (3) e 26?7 % + - — 1) (e + am®)™

Hier ist erst der Binomialkoeffizient ( ) teilerfremd zu 2. Dies ergibt fol-
gende Kandidaten fiir den minimalen Exponenten:

e Falls 2" = 1: Ae/2 + e + s oder \e/2 + 2s.
e Falls e2" # 1: \e/2.
Untersuchen wir die moglichen auftretenden Félle:

e Zwei Elemente aus der Liste (7.4) sind minimal:

A+1—de+2is=AN+1—(i+1]))e+2Hs = (7.6)
el =21l 2ig = (21 — 21)5 = 20(2! — 1)s. '
Hier muss [ = 1 gelten, denn wére [ > 1, so héitten wir:
A+1—(G@+D))e+2Hs < A+1-(i+1))e+2"s <
&2 -2)s < e(l-1)=H@2H -2 (77)
sSl<i-1,

das ist unmoglich. Es gilt daher e = 2's, i < \. Weiters wissen wir,
dass der Wert (A + 1 —i)e + 2's = (A + 2 — i)2s minimal ist, also

(A +2—1)2%s < Ae/2 + 25, (7.8)
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das formen wir um:

2425 > (A+2—i)e o
& 25 > (5+2—1i)e & 79)
& i > j+2-E=342- L (7.
& i > 5+2

die Fille i« = 0 und i = 1 erfiillen die Gleichung (7.8) nicht. Insgesamt
ergibt der Fall die Bedingung: e = 2¢s, A\ > i > \/2 + 2.

Ein Element aus der Liste (7.4) und Ae/2 4 e + s sind minimal, das
bedeutet insbesonders: e < s. Aus der Bedingung: \e/2 + e + s =
(A+2 —i)e+ 2%s folgt e = (2(2° — 1)s)/(2i — A), das ist nicht kleiner
als s, der Fall kann nicht auftreten.

Ein Element aus der Liste (7.4) und A\e/2 + 2s sind minimal, dabei
muss e > s gelten. Es gilt:

Ae/2+25=(A+1—1i)e+2's.

Der Fall i = 0 fithrt zu s = (A\/2+1)e, das widerspricht der Bedingung
e > s, der Fall i = 1 ergibt Ae/2 4+ 2s = Ae + 2s, das kann auch nicht
sein. Es sei also 1 <7 < A+ 1. Wir berechnen:

X425 = (A+1—i)e+2%s &
& (i—1—2)e = 2271 -1)s i—1=j
& (J—3)e = 2(27—1)s &
& e = 4(55-3\)5.

Hier muss j > A/2 sein. Falls j = 1 ist, ist auch A = 1, und e = 4.
Fiir grossere j ist 2/ — 1 > 25 — A, der Verzweigungsindex hat einen
ungeraden Faktor, und der Fall ist ungiinstig.

Ein Element aus der Liste (7.4) und A/2 sind minimal. Dies bedeutet
insbesonders: £2 # 1. Nach Gleichung (7.2) kann dieser Fall nur dann
eintreten, wenn m keine Zweierpotenz ist. Wir berechnen:

X = (A+1-i)e+2's &
s (i—-1-3)e = 2 i—-1=j] < (7.11)
o e = 4-.2js
27—X\"

Hier ist A/2 < j < A+ 1. Nun interessiert uns, wie grofl e mindestens
sein muss. Wir bezeichnen den ungeraden Anteil von s mit ¢. Wenn
wir 2j — A = 2Fo annehmen, erhalten wir j = 2*~1o + \/2, und
2/ A A
= vg(4 >24j—k=2+21o+ S k> 42, (712
va(e) = vy 2],_)\)_ +J + o+ _2+,( )

denn 281 > k fiir alle k& > 0.
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Insgesamt haben wir

Bemerkung 7.2. Ist m gerade, 2*||m, und der Fall (m,n) giinstig, gilt:
e=2'smiti> \/2+2, oder A =1,e = 4.

Wie in der Argumentation auf Seite [40] schliessen wir: Wenn e die Form
e = 2's hat, ist

deg(g) > 2¢/2. (7.13)

Nach Bemerkung 7.2 ist i > A/2 + 2, und damit kénnen wir umformen:

Bemerkung 7.3. Ist m gerade, 2*||m, und der Fall (m,n) giinstig, gilt:
A < 2(logy(deg(g)) — 1).

Fiir deg(g) = 4 folgt A < 2, fiir deg(g) = 8 folgt A < 4, fiir deg(g) = 16 folgt
A <6, fiir deg(g) = 32 folgt A < 8.

7.1 Der Fall n #1

Im Fall n # 1 hat n einen ungeraden Primteiler ¢ mit t*1||n, und wir kénnen
wie in Abschnitt [6.3] das Newtonpolygon beziiglich ¢ betrachten, und erhal-
ten wieder die schwachen Bedingungen fiir n, wie in Bemerkung 5.5l

Bemerkung 7.4. Ist m gerade, n # 1 und der Fall (m,n) glinstig, dann
gilt: Wenn ¢ Nullstellen mit v;(x) = 0 hat, kénnen wir wie in Abschnitt 6.3
x = g + At® schreiben, und es gibt fiir + und den Verzweigungsindex e nur
folgende Moglichkeiten:

t=2"4+1prim, k1=1 e=2"S;
t=3 k‘1:2 6:85;
t=3 ki =3 e=168.

Auch die starke Bedingung fiir n gilt wieder:

Bemerkung 7.5. Ist m gerade, n # 1 und der Fall (m,n) giinstig, dann
gilt: Wenn g nur Nullstellen mit v;(x) = 0 hat, gibt es fiir ¢ und deg(g)
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folgende Moglichkeiten:

t=2"4+1prim, k =1 deg(g) =2% oder deg(g) =2
t=3, k1 =2 deg(g) = 8 oder 16
t=3, k1 =3 deg(g) = 8 oder 16 oder 32.

Dies fiihrt zu den folgenden Moglichkeiten fiir n:

n=29, deg(g) = 8 oder 16
n =15, deg(g) =
n =27, deg(g) = 8 oder 16 oder 32

(9) =8
(9) =4
(9) =8
n=29-5=45, deg(g) = 8
n=27-5=135, deg(g) =38
n=9-17=153, deg(g)=1
n=27-17 =459, deg(g) = 16 oder 32
n=2%+1prim, deg(g) = 2% oder 2v*!
Der Fall, dass die starke Bedingung fiir n nicht erfiillt ist,* kann auch nicht
auftreten. Wiére sie nicht erfiillt, so hat g nur Nullstellen mit Bewertung # 0,
und es miisste (m —n)|k; gelten. Es gibt nur 2(m —n) < 2k; Nullstellen von
fo mit Bewertung ungleich Null, es ist damit deg(g) < 2k;. Daraus sieht
man, dass hier der Fall m —n = 1 nicht auftreten kann.
Wenn m = 2* eine Zweierpotenz ist, ist nach Bemerkung 7.2 deg(g) >
oN2HL V/m, und n hat die Form n = j*1, aber wegen n < m kann 2k
nicht grofer sein als /m.
Auch im Fall m = 2*(2" + 1) miisste k; so grof sein, dass n < m nicht
moglich sein kann.
Fiir die restlichen Kandidaten fiir m aus der Liste von Bemerkung 7.1 gehen
wir folgendermafien vor: Wir wollen Paare (m,n) finden, fiir die einerseits
m > n = j* und andererseits m — n|k gilt. Das grosste auftretende m ist
nach Bemerkung 7.3 m = 459 - 28 = 117504 < 3'!. Mogliche Kandidaten fiir
k sind daher nur Zahlen < 11.

e k = 3: Hier ist deg(g) < 6, es kann also nur der Fall m = 2*-15 auftre-
ten. Aus m — n|3 folgt dann aber bereits 3|n, das ist nicht teilerfremd
Zu m.

e k=4 oder 8: wegen m —n ungerade kann hier m — n|k nicht auftreten.

e k = 5: Aus m — n|5 folgt bereits m —n = 5 und m = j° + 5. Die
grosste Zahl aus der Liste von Bemerkung 7.1 mit deg(g) < 2-5 =10
ist 135 - 2% = 2160 < 5°. Die Zahl 3° + 3 = 246 hat den Teiler 41 und
ist daher nicht in der Liste.

!Diesen Fall untersucht Dorodnow auch nicht.
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e k= 6: Aus m — n|6 folgt m —n = 3 und m = 5% + 3. Wieder ist die
grosste Zahl aus der Liste mit deg(g) < 2-6 = 12 die Zahl 2160, die
Zahl 35 + 3 = 732 hat den Teiler 61 und ist daher nicht in der Liste.

e k= 7: Hier muss 57 +7 = m gelten, die Kandidaten fiir m sind immer
noch dieselben wie im vorigen Fall, aber 37 + 3 > 2160.

e Im Fall £ =9 schlieit die Bedingung deg(g) < 2k keine Fille aus. Wir
miissen also alle Zahlen j° 4+ 3 und j° + 9, die kleiner sind als 117504
untersuchen, ob sie in der Liste von Bemerkung [7.1] vorkommen. Das
sind genau die Zahlen 3? 4+ 3 und 3° + 9, sie sind beide nicht in der
Liste

e Im Fall k£ = 10 ist die Zahl 3! + 5 nicht in der Liste.

Fiir jeden giinstige Mond muss daher n die starke Bedingung von Bemerkung
7.5/ erfiillen.

Bemerkung 7.6. Ist m gerade, n # 1 und der Fall (m,n) giinstig, dann
gelten fiir n immer die Bedingungen von Bemerkung [7.5.

Wenn m einen ungeraden Primfaktor p hat, fithren wir wieder die Rechnun-
gen von Abschnitt 6.2 aus, und erhalten Bedingungen fiir p, und gleichzeitig
Bedingungen fiir den Grad von g. Wir kénnen daher aus Bemerkung 7.5/ und
Bemerkung 7.1/ die méglichen Kombinationen fiir die Paare (m,n) ablesen,
bei denen sowohl m als auch n einen ungeraden Faktor hat:

e deg(g) = 4: Dann sind p,t € {3,5}; wir erhalten die Paare (2* - 3,5);
(2} -5,3).

deg(g) = 8: Dann sind p,t € {3,5}; wir erhalten die Paare (2* - 5,9);
(2} 5,27); (21 -9,5); (2* - 27,5).

deg(g) = 16: Dann sind p,t € {3,17}; wir erhalten die Paare (2*-9, 17);
(2} 17,9); (22 - 17,27); (2* - 27,17).

deg(g) = 32: Dann sind p,t € {3,17}; wir erhalten nur wieder die
Paare (2* - 17,27); (2% - 27,17).

Wenn deg(g) groBer ist als 32, so ist n eine Fermatsche Primzahl, und
m muss eine Zweierpotenz sein, den Fall behandeln wir spéter.

Wir erinnern uns an Bemerkung 7.3, die uns Auskunft iiber die Grosse von
A in Abhéngigkeit von deg(g) gab: Fiir deg(g) = 4 gilt A\ < 2, fiir deg(g) = 8
gilt A\ < 4, fiir deg(g) = 16 gilt X\ < 6, fir deg(g) = 32 gilt A\ < 8. Insgesamt
erhalten wir folgende Liste von moglichen Fillen, die jener von Dorodnow
ziemlich &hnlich sieht:
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Bemerkung 7.7. Im Fall m gerade, n # 1 kénnen nur folgende Félle einem
quadrierbaren Mond entsprechen?:

m=2".-3 n=5, A=1,2 deg(g) = 4;
m=2\.-5 n=3 A=1,2 deg(g) = 4;
m=2".5 n=09, A=1,...,4 deg(g) =8;

m=2\.-5 n=2T, A=34 deg(g) = 8;
m=2.9 n=5, A=1,...,4 deg(g) =8;
m=2".27 n =25, A=1,...,4 deg(g) =8
m=2*.9 n=17, A=1,...,6 deg(g) = 16;

m=2 17 n=29, A=1,...,6 deg(g) = 16;
m=2".17 n=27, A=1,...,8 deg(g) = 16 oder 32;
m=2-27 n=17, A=1,...,8 deg(g) = 16 oder 32;
m =2} n=29, A=4,5,6 deg(g) = 8 oder 16;

m =2} n =27, A=5,...,8 deg(g) =8 oder 16 oder 32;
m = 2> n=2%+1 prim, deg(g) = 2% oder 241,

71.1 m=2n=2*+1 prim

In diesem Fall miissen wir auf ein Ergebnis des Herrn Tschakaloff aus dem
Artikel [16] zuriickgreifen®. Leider ist der Artikel auf Bulgarisch, und nur
die Zusammenfassung ist Deutsch. Der Satz, den wir brauchen, lautet:

Satz 17. Ist n eine Primzahl, und m > n teilerfremd zu n, so ist das
Polynom
xXm—1\? X" —1)\?
P .= — | - xmn
(emr) o Gemr) e

entweder irreduzibel, oder es zerfallt in das Produkt von zwei irreduziblen
Polynomen hy, he € Z[X] der Gestalt

hy = X2(n—-1) + CL1X2n_3 et an(n—1),
hg — nX2(m—n) + b1X2m—2n—1 N A2(m—n)»

Beweis: siehe [16].

2Dies ist ungefihr die Liste, die sich auch im Artikel von Dorodnow findet. Ich glaube
aber nicht, dass er sie so abgearbeitet hat wie hier. Er schreibt, dass er einige Fille anhand
eines Primteilers von m — n untersucht hat, aber auch keine Details. Eine Untersuchung
nach einem Primteiler von m —n findet sich auch bei Tschebotarew. Dort ist allerdings ein
Rechenfehler, und Tschebotarew verwendet das Ergebnis auch nicht. Mir scheint, dass man
es ohnehin nur im Fall P irreduzibel anwenden kann. Wie genau und warum Dorodnow
das Ergebnis angewendet hat, bleibt mir unerklarlich.

3Das hat auch Dorodnow gemacht.
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Wir zeigen, dass das Tschakaloffpolynom im Fall m = 2%, n = ¢ = 2% + 1
prim immer irreduzibel ist. Wire es reduzibel, so wire das Polynom h; des
Satzes das Minimalpolynom ¢ von y. Aus den obigen Uberlegungen wissen
wir bereits, dass g nur Nullstellen z mit v(x) = 0 besitzt. Wenn wir P
modulo ¢ betrachten, gilt

Xt—1\?
g:<X_1> mod t.

Wegen n < m ist u < A, und wegen Bemerkung [7.13]ist A\ < 2u — 2. Weiters
haben wir

-2

P(=1) =n-0—m(-1)"""(=

)2 =m =2*

Daraus ersehen wir, dass g(—1) = 2% < 2* gilt. Wenn wir g(—1) mod ¢
berechnen, erhalten wir g(—1) =1 mod ¢, also 1+ td = 2%. Dies bedeutet
t=2%41]2% — 1, das geht wegen a@ < A < 2u — 2 nur im Fall o = 0. Also
ist g(—1) = 1. Wenn wir andererseits das Polynom P modulo 2 betrachten,
erhalten wir

P= <Xm_1)2 = <(X_1)m>2 =(X-1)*2  mod?2,

X -1 X -1

daraus folgt, dass g = (X —1)?""2 mod 2 sein muss, und g(—1) = 2272 =
0 mod 2 gilt, das ist ein Widerspruch zu g(—1) = 1. Daher ist das Polynom
P reduzibel, und sein Grad ist 2(m — 1), das ist nur im Fall m = 2 eine
Zweierpotenz, da gibt es aber keine kleinere Primzahl. Diese Félle sind also
alle ungiinstig.

7.1.2 Die restlichen Fille von Bemerkung 7.7
Wir machen wieder eine Tabelle, die wir in den Anhang stecken, siehe Seite

70. Es bleiben nur drei Falle iibrig, in denen das Polynom R nicht faktorisiert
werden konnte.

7.2 Der Falln=1

Das Polynom P hat hier die Form
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xXm _1\?2 X —1\?
P =1 —m|=—) X" !=
=) (G5)

m—1 2
= (Z Xi> —mXxm! (7.14)
=0

= 14+2X +3X%+ .--+(m—1)Xm*2+me*1+
( o 1>Xm . +2X2m73+X2m72 _me,1 —
m—1

= D G+ D)X+ X = (7.15)
=0

— mel Z(Z + 1)(Xifm+1 + melfi) _
=0

m—1 A 1
= X" i+ D) <Xm_1_’ + Xm_l_)

=0

Diese Polynom hat keine reellen Nullstellen. Im Bereich x > 0 sieht man das
n (7.15), im Bereich < 0 an (7.14): Weil m — 1 ungerade ist, ist maz™ 1

negativ.

Den Fall, dass m keine Zweierpotenz ist hat Dorodnow iiberhaupt nicht

betrachtet. In dem Fall muss der ungerade Faktor von m die Bedingungen

der Bemerkungen (7.1 und [7.2 erfiillen. Es gibt daher nur folgende Félle zu

untersuchen, némlich:

Bemerkung 7.8. Im Fall m gerade, m keine Zweierpotenz, n = 1, muss m
aus folgender Liste sein:

m=2".9, A <6 deg(g) =8 oder 16;

m = 2* .15, A< 2 deg(g) =4

m = 2. 27, A <8 deg(g) =8 oder 16 oder 32;
m=2".9.5=2".45, A<4  deg(g) =8;
m=2".27-5=2".135, A<4 deg(g) =8;
m=2".9-17=2*.153, A <6 deg(g) = 16;
m=2"-27-17T=2.459, A <8 deg(g) = 16 oder 32;

m =2 (2¥ + 1), A< 2u deg(g) = 2% oder 2utL,

Die meisten dieser Falle kann man wieder ausschliessen, siehe Tabelle im
Anhang, Seite 72l 35 Falle konnte ich nicht untersuchen, darunter die Falle
257|m und 65537|m, dies sind 24 Fille. Weiters bleiben die Félle, in denen
m eine grossere Fermatsche Primzahl ist, zu untersuchen.
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Im Fall m = 2* schreibt Dorodnow, dass das Polynom P nur zwei Nullstel-
len am Einheitskreis hat. Nur solche kénnen e?* entsprechen. Wenn man in
P die Variable u := x + 1/« einfiihrt, hat das neue Polynom nur eine reelle
Nullstelle, die 2 cos(27) entspricht. Daher hat der irreduzible Teiler des neu-
en Polynomes, der des Minimalpolynom von 2 cos(27) ist, einen ungeraden
Grad, der Mond ist nicht quadrierbar.

Wir bezeichnen den Term z¢ 4+ z~% mit &. Zum Umrechnen des Polynomes
verwenden wir im ungeraden Fall folgende Formel:

(X + %)k = (X+X~ ( ) iy —(k—i) _ i (?)X%—k:

i=0
Lk/2] i k 1 _

e £ (e e
i=0 j=k/2]+1 J

[k/2] [k/2]
- X~ +Z:<>X2z +Z<>XM + Xk =
[k/2] Lk/2] i
=&;+Z<>X2’ + XM £+Z<>§k2z

Wenn k gerade ist, stimmt die Formel auch, wenn wir §y = 1 setzen. Mit Hilfe
dieser Formel — und MAPLE — kann man das Polynom P in das folgende
umrechnen:

S =3 4 2030 — 28u?? — 56u?® + 352u?” 4 704120 — 2624u?° — 5248u!
+12904u23 + 25808u?? — 44064u?! — 88128u2° + 107104u"” + 21420818
—186880u'” — 373760u'6 4 233108u'® 4 466216u'* — 204528u'3 — 409056u2
+122464u' + 244928u'0 — 47616u” — 95232u® + 11088u” 4 22176u°
—1344u® — 2688u* + 64u> + 128u? — 32

Mithilfe von Sturmschen Ketten kann man mit MAPLE berechnen, dass
S im Intervall [1,2] drei Nullstellen hat. (Der Befehl ,sturm(S,u,1,2),* in
MAPLE liefert das Ergebnis ,,3%.) Die Aussage von Anatolij Dorodnow ist
falsch. Auch eine direkte numerische Berechnung mit MAPLE liefert das
Ergebnis, dass das Tschakaloffpolynom zum Paar (32,1) drei Paare von
Nullstellen am Einheitskreis hat, jenes zum Paar (64, 1) sogar 5 Paare.
Das Problem bleibt damit ungeldst.
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Kapitel 8

Ausblick

Was bleibt noch zu tun?
Folgende Fille sind — dem Stand dieser Arbeit nach — noch unerledigt:

e Im Abschnitt[6.4.1 bleiben die Fille m = 2¥+1 prim, n = 2%, m > 257
ungeldst. Dies scheint sich nicht mit den Mitteln von Tschebotarew
erledigen zu lassen.

e In Abschnitt [7.1.2 bleiben drei Fille unausgerechnet.
e Im Abschnitt 7.2, das war der Fall n = 1, bleibt einiges ungelost:

— Zum einen die 35 Félle, bei denen die Rechenleistung nicht aus-
gereicht hat, das sind 8 Félle mit 257|m, 16 Fille mit 65537|m,
und 11 aus der Tabelle im Anhang.

— Weiters fiir grossere Fermatsche Primzahlen die Fille m = 2*(2¢+
1), A < u. Diese betrachtet Dorodnow iiberhaupt nicht, vielleicht
lassen sie sich noch ausschliessen.

— Schliesslich bleibt noch die Klasse der Fille m = 2*, n = 1 un-
gelost. Fiir diese sind wahrscheinlich auch neue Hilfsmittel notig.

67



Anhang A

Tabellen

In diesem Abschnitt haben wir die Tabellen hingeschrieben, die wir im Text
vorne brauchen. In der ersten Spalte steht m, in der zweiten n, in der drit-
ten steht der berechnete Grad des Minimalpolynoms des zugehorigen €2
beziehungsweise im Fall mn gerade von ¢’ . Wir haben eine Primzahl ge-
sucht, modulo der das Polynom P oder im Fall mn gerade das Polynom R
so zerfillt, dass man sieht, dass kein Teiler vom gewiinschten Grad auftre-
ten kann. Eine andere Moglichkeit ist, dass das P bzw R nur in irreduzible
Faktoren zerfillt, deren Grade keine Zweierpotenzen sind. Dann ist es egal,
ob es einen Teiler vom gewiinschten Grad gibt, nach dem Satz 13 hdtte die
Galoisgruppe einen ungeraden Teiler.

Tabelle zu Abschnitt 5.6.5

’ m ‘ n ‘ deg(g) ‘ P ‘ P zerfillt in Polynome der Grade: ‘
27 1| 8,16 516, 6,40
27| 11| 8,16 | 72 2,24, 24
27| 17| 8,16 | 11| 12,12, 14, 14
271 19| 8,16 | 13 | P ist irreduzibel modulo 13
459 1] 16,32 | 19 | 4, und Polynome vom Grad > 64
459 | 203 | 16,32 | 43 | 8, > 64
459 | 331 | 16,32 | 11 | 4, 20, 20, 48, 48, > 64
459 | 395 | 16,32 | 67 | > 64
459 | 427 | 16,32 | 29 | > 64
459 | 443 | 16,32 | 19 | 6, 6, 18, 18, > 64
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Tabelle zu Abschnitt 6.4.2

’ m ‘ n ‘ deg(g) ‘ D ‘ R zerfillt in Polynome der Grade:
15 2 4 41 | > 8
15 4 4 53 | > 8
15 8 4 11| >8
27 218,16,32 | 7| jezweimal 2 und 50
27 418,16,32 | 19 | je zweimal 2 und 50
27 8| 8,16, 32 | 11 | zweimal 52
271 16 | 8,16,32 | 5 | je zweimal 10 und 42
45 2 8 11 | zweimal 2 und > 16
45 4 8 13 | zweimal 10 und > 16
45 8 8 11 | zweimal 2 und > 16
45| 16 8 13 | zweimal 12 und > 16
45 | 32 8 19 | zweimal 14 und > 16
135 2 8 13 | viermal 3 und > 16
135 4 8 7] >16
135 8 8 11| > 16
135 | 16 8 43 | viermal 3 und > 16
135 | 32 8 19 | zweimal 2 und > 16
135 | 64 8 13| > 16
135 | 128 8 41 | zweimal 2 und > 16
153 2 16 11 | zweimal 2, viermal 31 und > 32
153 4 16 5| > 32
153 8 16 7 | zweimal 2 und > 32
153 | 16 16 11 | je zweimal 2 und 22, viermal 18 und > 32
153 | 32 16 29 | viermal 10 und > 32
153 | 64 16 11 | je zweimal 6 und 12, sechsmal 22 und > 32
153 | 128 16 11 | > 32
459 2| 16,32 | 47 | zweimal 28 und > 64
459 4| 16,32 |43 | > 64
459 8| 16,32 5 | zweimal 2 und > 64
459 | 16 | 16,32 |19 | > 64
459 | 32| 16, 32 5 | viermal 18, zweimal 30 und > 64
459 | 64 | 16,32 | 23 | zweimal 28 und > 64
459 | 128 | 16,32 | 11 | viermal 1 und > 64
459 | 256 16, 32 11 | viermal 10, zweimal 40 und > 64
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Tabelle zu Abschnitt 7.1.2, Bemerkung 7.7

’ m ‘ n ‘ deg(g) ‘ P ‘ R zerfillt in Polynome der Grade:
6] 5 4 7 | viermal 5
12| 5 4 29 | zweimal 22
10| 3 4 11 | zweimal 18
20| 3 4 13 | zweimal 38
10 9 8 13 | je zweimal 6 und 12
201 9 8 37 | je zweimal 2 und 36
401 9 8 37 | zweimal 78
80| 9 8 29 | je zweimal 56 und 102
40 | 27 8 37 | zweimal 6 und > 16
80 | 27 8 29 | > 16
18| 5 8 31 | zweimal 6 und > 16
36| 5 8 37 | je zweimal 2 und 12 und > 16
721 5 8 13 | zweimal 10 und > 16
144 | 5 8 7 | zweimal 6 und > 16
54| b5 8 13 | zweimal 18, viermal 11 und > 16
108 | 5 8 7 | viermal 10 und > 16
216 | 5 8 37 | viermal 6 und > 16
432 | 5 8 13 | zweimal 10 und > 16
18 | 17 16 5 | zweimal 34
36 | 17 16 47 | achtmal 11 und je zweimal 12 und 14
72| 17 16 23 | zweimal 2 und > 32
144 | 17 16 11 | > 32
288 | 17 16 5| > 32
576 | 17 16 11 | zweimal 14, viermal 26 und > 32
341 9 16 5 | je zweimal 6 und 14 und > 32
68 9 16 13 | je zweimal 18 und 24 und > 32
136 | 9 16 11 | zweimal 2 und > 32
272 | 9 16 71 >32
544 | 9 16 7 | zweimal 2 und > 32
1088 | 9 16 11 | je zweimal 2 und 4 und > 32
34| 27 | 16,32 | 5 | viermal 2 und je zweimal 26 und 36
68 | 27 | 16, 32 | 13 | je zweimal 40 und 47
136 | 27 | 16,32 | 67 | > 64
272 | 27 | 16, 32 | 29 | zweimal 10, je viermal 17 und 40 und > 64
544 | 27 | 16, 32 | 67 | viermal 66 und > 64
1088 | 27 | 16, 32 | 13 | je zweimal 2 und 46 und > 64
2176 | 27 | 16, 32 5 | viermal 54 und > 64
4352 | 27 | 16,32 | 7| 77
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D ‘ R zerfillt in Polynome der Grade:

31

je viermal 2 und 25 und zweimal 52

108 | 17 | 16, 32

93

je zweimal 18 und 20 und > 64

216 | 17 | 16, 32 7| >64
432 | 17 | 16, 32 7 | zweimal 10, viermal 40 und > 64
864 | 17 16, 32 5 | viermal 38 und > 64
1728 | 17 | 16, 32 7 | zweimal 6 und > 64
3456 | 17 | 16, 32 7077
6912 | 17 | 16, 32 7077
16| 9 8 11 | zweimal 15
32| 9 8 5 | je zweimal 6 und 14 und > 16
64| 9 8 97 | > 16
32| 27 | 8,16, 32 | 109 | je zweimal 6 und 28 und viermal 14
64 | 27 | 8,16,32 | 11| > 64
128 | 27 | 8,16, 32 | 41 | je zweimal 38, 44, 46 und 50 und > 64
256 | 27 | 8,16, 32 | 29 | je zweimal 30 und 56 und > 64

Drei Fille bleiben iibrig.
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Tabelle zu Abschnitt 7.2, Bemerkung (7.8l

m ‘ n ‘ deg(g) ‘ P ‘ T zerfillt in Polynome der Grade:
18| 1 8, 16 7 | viermal 17
36 | 1 8, 16 13 | > 32
72| 1 8, 16 5| > 32
144 1 1 8, 16 5 | je zweimal 6 und 22 und > 32
288 | 1 8, 16 5 | zweimal 18, viermal 10 und > 32
576 | 1 8, 16 71 >32
301 4 111 >8
60 | 1 4 7| >8
54 | 11 8, 16,32 | 19 | viermal 53
108 | 1| 8,16, 32 | 13 | je zweimal 2 und 20 und > 64
216 | 1| 8,16,32 | 11 | zweimal 6 und > 64
432 | 1| 8,16, 32 | 17 | ungiinstig nach Satz[13
864 | 1| 8,16,32 | 5 | ungiinstig nach Satz[13
1728 | 1| 8,16,32 | 5 | viermal 46 und > 64
3456 | 1| 8,16,32 | 77| 7?7
6912 | 1 |8,16,32 | 77| 7?7
90 | 1 4 13| >8
180 | 1 4 11 | viermal 3 und > 8
360 | 1 4 11| >8
720 | 1 4 13| >8
270 | 1 4 7 | viermal 5 und > 8
540 | 1 4 29 | > 8
1080 | 1 4 77| 77
2160 | 1 4 77077
306 | 1 8 7 | je zweimal 2, 6, 10 und 46 und > 64
612 | 1 8 5 | je zweimal 6 und 18 und > 64
1224 | 1 8 5 | viermal 53 und > 64
2448 | 1 8 77| 77
4896 | 1 8 7?7077
9792 | 1 8 7?70 77
918 | 1| 8,16,32 | 5 | zweimal 6 und > 64
1836 | 1[8,16,32| 7| >64
3672 | 1|8,16,32 | 77| 7?7
7344 | 1| 8,16,32 | 77| 7?7
14688 | 18, 16,32 | 27 | 77
29376 | 1|8,16,32 | 77| 7?7
58752 | 1|8,16,32 | 77 | 77
117504 | 1|8, 16,32 | 77 | 72
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’ m ‘ n ‘ deg(g) ‘ P ‘ T zerfallt in Polynome der Grade:

10| 1 4,8 11 | zweimal 18

20 | 1 4,8 3 | zweimal 38

40 | 1| 4,8 | 41 | viermal 13 und je zweimal 14 und 38
80| 1| 4,8 3 | ungiinstig nach Satz [13

34| 1| 8,16 | 41 | ungiinstig nach Satz 13

68 | 1| 8,16 3 | ungiinstig nach Satz 13

136 | 1| 8,16 7 | zweimal 2 und > 32

272 | 1| 8,16 3 | ungiinstig nach Satz 13

544 | 1| 8,16 7 | zweimal 24 und > 32

1088 | 1| 8,16 3 | ungiinstig nach Satz [13

11 Félle bleiben iibrig.
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